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9. ﬂ'bungsblatt

Aufgabe 1
Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte
. 1 . ™
a) lim (tanz + — b) lim (x - 7) tan
TG -3 TG 2
: —S _x : S _—X
c) 3311_>1101o$ e’ (s>0) d) 2?h_>nolo:1: e ® (s>0).
Loésung;:
a)
; n sinx 1
an =
-3 cosr T —7%
_ (z — %) sinz + cosz . f(zx)
(z—Z)cosx “g(x)
Es gilt

lim f(r) =0 = lim g(x).

=7 =7

Mit L’Hospital folgt

/
lim —f(x) = lim f,(:r)
-7 g(x) -7 g'(x)
— m sinz + (z — §) cos x.— sin
o cosx — (:B— %) sin x
_
— i (z — %) cos 33'
2% cosz — (z— ) sinz
F
=: lim (x)

Es gilt
lim F(z) =0= lim G(z).

T3 TG



Nochmalige Anwendung von L’Hospital liefert

i = 1
a2 G(z) o2 G'(x)
— lim cosSx — (m— 5) sinx
z—% —sinx —sinx — (x — 5) CoS T
0
= —=0.
-2

Insgesamt haben wir also

< 1
hm tanx +
T

I—>2

b)
_
lim ($ — z) tanz = Ilim w
z—Z 2 z—Z Ccos T
f(z)
e—T g(x)
Es gilt
lim f(r) =0 = lim g(x)
=g TG
Mit L’Hospital folgt
/
lim (x — E) tanz = lim ! <$)
— lim sinx + (x — 5) COS T
z—Z —sinz
= 1.
c) Esist

Zx— >2 wneNy, V&> 0.
k! n!

Wahle n € N mit n > s. Fiir x > 0 gilt somit

:L,TL xn—s

%" > — = — oo fir z — oo.
n! n!

d) Fir x > 0 haben wir
1 = (z7%")(a%e™™)
_ 1 , .
=z’ = — 0 fiir x — oo nach Teil c).
r—8%e”
= lim z%¢™* = 0.

T—r00



Bemerkung: Man kann c) und d) auch durch mehrfache Anwendung von L’Hospital beweisen.
Dies ist aber viel komplizierter!

Aufgabe 2
Sei f: R — R gegeben durch

Fz) = e71/z falls 2 > 0,
1o, falls z < 0.

Zeigen Sie: f € C*°(R). Zeigen Sie dazu durch Induktion, dass fiir alle n € Ny die Ableitung
) existiert und es Polynome p,, gibt mit

Lye=1/z a1 0
(n) — pn (:B) € ) alls x > I
Fw) { 0, falls z < 0.

Hinweis: Insbesondere ist damit fiir jedes m € N die Funktion f(™~1 stetig; damit ist auch
fiir jedes n € Ny die Funktion f(™ stetig. Zum Beweis benutzen Sie Aufgabe 1 d).

Losung:
a) Induktionsanfang: n =0
FO(z) = f(z) = pn(y) = 1 Vy € R erfiillt die Behauptung.

Induktionsschluss: Sei fiir ein n € Ny schon gezeigt, dass f(™ existiert und

1) —1/z
)y _ [ po(3)e”V/", falls 2 >0,
fo@) { 0, falls = < 0.

mit einem Polynom p,, gilt. Damit gilt fiir x < 0:

FD (@) = (f" (@) = 0.

e = (o 0))

Fiir z > 0 gilt

Definiere nun
Prt1(8) == s%pu(s) — s7pl,(s).

Damit ist py,+1 ein Polynom und fiir z > 0 gilt

FOD(2) = prs (1> e



Zu zeigen bleibt, dass f(™ in x = 0 differenzierbar ist mit £+ (0) = 0.

Fir « < 0 haben wir

fO@ =100 e S0 70)
z—0 x,70 z—0

Fir z > 0 haben wir

(n) _ f(n)
/) (@) - f <o>:1pn(i>e—;%o fiir 2 — 0

z—0 T

nach 1 d), da

1 1 1 1 1
P :amW‘i‘am—lemﬁ‘---‘f‘aO;,

falls py(s) = ams™ + ... + ap ein beliebiges Polynom vom Grad m ist.

Insgesamt gilt

() () — F(n)
i L@ = 100)
z—0 z—0

womit die Behauptung bewiesen ist.

Aufgabe 3
Man zeige, dass alle Losungen f,g € C'(R) des Gleichungssystems
fl(z) = —g(z) und
g(x) = f(2)
durch f(x) = acosz+bsinx
g(r) = —bcosx+asinz,

wobei a,b € R Konstanten sind, gegeben sind.

Hinweis: Zeigen Sie zuerst, dass die Funktionen F(x) = f(z)cosx + g(z)sinx bzw. G(z) =
f(x)sinx — g(z) cos z konstant sind.
Losung;:

Seien f,g € C*(R) (beliebige) Losungen des gegebenen Gleichungssystems.

Sei F(z) = f(x)cosz + g(z)sinx.

= F'(z) = f'(z)cosz— f(z)sinz + ¢'(z)sinz + g(z) cosx
= cosz (f/(x) + 9(a)) +sinz (@) — /()
— 0,



wobei wir f'(z) 4+ g(x) = 0 und ¢'(z) — f(x) = 0 verwendet haben. Also ist
F(z) = const. =: a.

Sei weiterhin G(z) = f(x)sinz — g(z) cos z.

= G'(x) = f'(z)sinx+ f(x)cosz — ¢ (z)cosz + g(x)sinz
= cosz (f(z) — g'(x)) +sinz (f'(2) + g(2))
= 0.

Also ist

G(z) = const. =: b.

N a= f(x)cosx + g(z)sinz | - cosx
b= f(x)sinx — g(x) cosx | - sinz

acosx = f(r)cos’x + g(x)coszsinz
bsinz = f(z)sin®x — g(x) cosxsinx

Addition der beiden Gleichungen liefert
acosz +bsinz = f(z) (cos®z +sin’x) = f(z).

Dies war die erste zu zeigende Gleichung.

Jetzt nochmal:

a= f(z)cosx + g(z)sinz | - sinx
{ b= f(x)sinx — g(x) cosx |- (—cosx)

N { asinz = f(z)coszsinz + g(x)sinz

—bcosz = —f(x) coswsinx + g(x) cos® x

Addition der beiden Gleichungen liefert
asinz — beosz = g(z) (sin®z + cos® 7) = g(x).

Dies war die zweite zu zeigende Gleichung.

Wir haben also gezeigt: Sind f,g € C'(R) Losungen des gegebenen Gleichungssystems,
so gibt es a,b € R mit f(z) = acosx + bsinz, g(x) = —bcosz + asinz.

Umgekehrt 16sen fiir alle a,b € R die Funktionen f(x) = acosz + bsinz, g(z) = —bcosz +
asinx das gegebene Gleichungssystem.

Aufgabe 4

Fiir alle n € N definieren wir die Funktionen f,, g, : R — R durch

. nx
- 1+nfz]




beziehungsweise

2nx, fir 0 <o < 5,
gn(z) = ¢ 2 —2nzx, fiir ﬁ <z< %,
0 fﬁrm<0undx>%.

Untersuchen Sie die Funktionenfolgen (f,) und (g,) auf punktweise und gleichméfige Kon-
vergenz.

Losung:

a)

fulw) = e ﬁfw f{lr x>0
1+ n|z| o fiir £ <0

= Firz>0gilt fi(x)—>1flrn— oo
Fir z <0 gilt  fu(z) = —1 fiir n — oo

= (fn) konvergiert punktweise gegen f : R — R, mit
1 firax>0
f(z) = 0firz=0

—1 fiir z < 0.

Da jede der Funktionen f,, stetig ist, die Funktion f in x = 0 jedoch nicht stetig ist,
kann (f,) nicht gleichméBig gegen f konvergieren.

b) Fiir alle z > 0 gibt es ein N € N mit + <z
= gn(z) =0 fiir n > N.
Also konvergiert (g,,) punktweise gegen g : R — R mit g(z) = 0 fiir alle z € R.

Die Folge (gn) konvergiert nicht gleichméfig gegen g, denn zu ¢ = % betrachte man

! ! =1 0|—1>1—
I\an) " 9\2n )|~ T~ T2

Aufgabe 5
Sei D C R™ und fiir alle k € N seien f;, : D — C Funktionen mit

oo
D Ikl < oo
k=1

Zeigen Sie, dass die Funktionenfolge (> 7_; fx) gleichméiBig gegen eine Funktion
f D — C konvergiert.



Losung;:
i) (3-p_ fx) konvergiert punktweise

Sei z € D. Da |fi(2)] < ||felloo konvergiert die Reihe > 77, fx(x) nach dem Majo-
rantenkriterium absolut. Wir definieren damit fiir alle x € D

f@) =" fr(x).
k=1

ii) Gleichméfige Konvergenz

Seie > 0. Da ) 22, ||frlloc < o0 IN € N mit

[e.o]

S fille <& Vn>N.
k=n+1

= Vn > N und Vx € D gilt:

‘f(w)—ka(x) =1 Y f@)|< D Ikl <e
k=1 k=n+1 k=n+1

= (D _p_y fr) konvergiert gleichméBig gegen f.

Aufgabe 6

Berechnen Sie die folgenden unbestimmten Integrale:
) /4 inxd b) / de beR\ {0}
a arcsin -
T Inx ax @2 + b2a2’ a,
V1i—z

— dx.
vi—1

c) /x”e"” dx, n e Ny d)

Losung;:
a) Die Substitution u := arcsinz und anschliefende partielle Integration (in der dritten

Zeile) liefert:

/4xarcsinxdm = /4sinu~u~cosudu

_ / w - 2sin(2u) du
— ucos(2u) + / cos(2u) du

1
= —u-cos(2u) + 5 sin(2u) + ¢

2

= —u(cos?u —sin®u) +sinu - cosu + ¢

= (222 —1)arcsinz + /1 — 22 + c.



b) Mit Substitution ¢ = gzn erhalten wir:

/ dx 1 / dx 1 / dt 1 tant + 1 ) b i
—_ == | — = — | —— = —arctant+c= — arctan [ -z c.
a2+ 0222 a? ) 14 (23:)2 ab ] 1+t2 ab ab a

c) Wir zeigen induktiv

n

|
/x"em dx = e* Z %(71)”+kxk +ec.

k=0
Induktionsanfang n = 0:

0

0!
/ex dr =e"4+c=¢e" Z H(—1)0+kxk +c.
k=0

Sei die Aussage nun fiir ein n € Ny bereits gezeigt.

Induktionsschluss:

/;U”HeLB de = z"le® — /(n + 1)z"e" dx
n

|

v n:
= 2"’ —(n+1) exg k‘ DRk e

— k!

|
_ (wwz(n et Dl 1)(n+1)+k$k>+é

k=0

n+1
_ exz (n+ 1) (—1)n gk 4 g

k!
k=0

Dabei ist ¢ eine beliebige reelle Konstante.

d) Die Substitutionen ¢ = /2 und nachher ¢ = sinu liefern:

V11— V1—t? cosu - 2sinu - cosu
dr = <2t dt = - du
Vo —1 t—1 sinu — 1
1 — sin?
= 2/sinu-,Smudu:—Q/(sinu—i—siHZU)du

sinu — 1
= 2cosu— (u—sinu-cosu) + ¢
= 21 —t2 —arcsint+t\v1—t2+c¢

= V1 —x(2+ /x) — arcsin vz + c.



