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10. ﬂ'bungsblatt

Aufgabe 1

Sei f : [a,b] — R monoton wachsend oder monoton fallend. Zeigen Sie, dass f {iber [a, ]
R-integrabel ist.

Losung;:
OBdA sei f monoton wachsend (andernfalls argumentiere analog), also

Va<z<y<b: fla) < f(z) < fly) < fD).

Setze

¢= sup |f(2)| = max{|f(@)], | (b)]} < oo.

a<z<b

Fiir K € N unterteile [a,b] in K disjunkte Teilintervalle I, mit Endpunkten

b—a b—a
ak:a+(k—1)7, bk:ak+ K = Ak+1, 1§]€<K,
und Lange
b—a
1| = 1<k<K
| k’| K ) =
K K
Dann sind e = ) ¢xxr,, 9 = D diXz, mit
k=1 k=1

Ckzl?ff7 dkzsupfa 1§kSK7
k

Iy,

Treppenfunktionen mit e < f < g.
Weiter gilt

di =sup f < f(bk) = flags1) < inf f=cpy1, 1<k <K;
Ik, Ik+1



also

(d — cx) [ Ik

] =

b b
/gdx—/edm =

k=1
K
b—a
- K Z di = cx)
k=1
b_a K—1
= e dK—Cl+Z(dk_Ck+1)
<2c k=1 <0
b—a
< 2c —0 (K — o0).

Nach Vorlesung ist eine Funktion f genau dann R-integrabel, wenn zu jedem & > 0 Treppen-
funktionen e, g : [a,b] — R existieren mit e < f < g und

b b
/gda:—/ edr < e.

Nach obiger Uberlegung ist f also R-integrabel.

Aufgabe 2
Berechnen Sie fiir alle &, € Z die Integrale

2m
/ exp(ikz) - exp(—ilz) dx
0
und
2 2 2w
/ sin(kx) - sin(—lz) dz, / cos(kz) - sin(—lz) dz, / cos(kzx) - cos(—lx) dx.
0 0 0

Losung:

Fir k£ =1 gilt

2T ) )
/ ek o=tk g0 — opr
0

27
/ zkx —zlx = 0.
0

Aus den Additionstheoremen folgt sin asin § = % (cos(a — ﬁ) — cos(a + (). Damit erhalten
wir fir |k| # |I|

Fiir k # [ gilt

e i _ ! " —cos((k —1l)z)|dz
/0 sin(kzx) sin(—lz)dx = 2/0 [cos((k + 1)z) (k=) d

2

z=0 =0

5
= 0.



Fir k =1 # 0 ergibt sich

2w 1 2m 2m
/ sin(kz) sin(—lz)de = = / cos(2kz) dx — = / ldz
0 2.Jo 0

= —T.

Fiir k£ = —1 #£ 0 ergibt sich

2 2w 1 2w
/ sin(kz) sin(—lz)der = = / lde — = / cos(2kz) dx
0 0 2.Jo

Schliefllich ergibt sich fiir k =1=0
2
/ sin(kz) sin(—lx) dz = 0.
0
Wegen sin o cos 8 = 3(sin(a — 3) + sin(a + B)) ergibt sich analog

2m
cos(kz)sin(—lx)dx =0 fir alle k,l € Z.

S—

Wegen cos acos f = %(COS(O[ — B) + cos(a + B)) ergibt sich schliefllich analog

2 0 fiir [k| # [I],
/ cos(kx) cos(—lx) dx = m  fur |k| =] #0,
0 2r  fuirk=101=0.

Aufgabe 3

Berechnen Sie

i)
/ dx
1— 2t
ii)
/ 2 —2r+1
———dx
241
Loésung;:
i) Es gilt

-2t =01 -2>)(1+2%)=(0—-2)1+z)1 +2?).
Wir zerlegen wie folgt:

1 a n b +c+al:1:
l—2¢ 1—2 14z 1422




Multipliziert man diese Gleichung mit 1 — z, ergibt sich

. 1—2z lim 1 1
a=lim —— = S
a=11l—2t =1 (142)(1+22) 4

Analog berechnet man

Weiterhin gilt

das heifit,

Es folgt

1 1 1 1 1 1 1
do = — drt - ——de+= [ —— 4
/1—3:4 v 11271 142 x+2/1+x2 x

1 1 1
= 1 log(1 —z) 4+ —log(1 +z) + B arctan(z) + ¢

4
1 1 1
= 1 log e + 3 arctan(z) + c.

-2
ii) Polynomdivision liefert
=2+ 1=a(®+1)—3z+1.

Wir erhalten

3

-9 1 1
/Hi_dx = /md:ﬂ / dx /dm

z2+1 241 2 +1

= ——flog(l—i—:): ) + arctan(x) + c.

2
Dabei berechnet sich das Integral f 3 +1 dz mit der Substitution y = x2.
Aufgabe 4
Ist die Funktion xqnyo,1) : [0, 1] = R,
1 fir . € QN [0, 1]
XQno,1] () = { 0 sonst

R-integrabel?



Losung;:
Die Funktion f := xgnjo,1) ist nicht R-integrabel. Da Q und R\ Q dicht in R liegen, gilt fiir
jedes Intervall I C [0,1] mit |I| >0

INQ#0, I\Q#0

und daher
0=inf f <sup f=1.
I I
K L
Fiir Treppenfunktionen e, g : [0,1] = Rmit e = ) cpxr, < f < g= > dixy, folgt
k=1 =1
1 K 1 L
/ €d$:zck|fk|§0, / gdx:ZdlUl]ZL
0 k=1 0 =1
also
1 Tl
/fdw§0<1§/ fdz.
JO0 0
Aufgabe 5
Zeigen Sie:
a) e
/xkexdaz:— F:ze +c¢ VkeNg,

wobei ¢ eine Konstante ist.

b) y
D(k+1):= lim [ 2zfe®de=Fk VkeN,.

Yy—r00 0

Losung;:
a) Wir zeigen die Formel mittels Induktion iiber k. Fiir £ = 0 haben wir
0

0!
/exdx:—ex—i—c:— ﬁxe T+
Sei die Formel fiir ein k € Ny bereits gezeigt. Dann gilt mit partieller Integration
/xkﬂe_x de = —aFle ™™ 4 /(k + 1)aFe " da
v bkl
vkl —x k 1 v
P (ks ( S, )
1=0
 (k+ 1)
k+1_—x ol ~
o Z I e "+
=0
k+1
k+1)!
_ _Z( 4l“ )xle—x_}_é’
1=0 ’

wobei ¢ eine beliebige reelle Konstante ist.



b) Mit Teil a) gilt

'k+1) = lim 2Fe % dx

wobei limy y'e™ = 0 verwendet wurde nach Aufgabe 1 d), Ubungsblatt 9.

Aufgabe 6
Es seien n, m € Ny. Man berechne
1 1
/ 2"(1—2x)"dx  und / (14+2)"(1—2)"dx.
0 -1

Losung;:
Wir setzen Iy, ,,, 1= 01 2™(1 — x)™ dz. Mittels partieller Integration berechnen wir

1
Inm = /x”(l—az)mda:
0

= [niﬂnﬂ(l - x)m}

1

1
1
—/ 2" (1 — 2)™ L (=1) da
0 0

=0

1
S / 2"l — z)™ L da
0

n+1
m
= mfn-i-l,m—l-
Ferner gilt
' + 1 +m+1 ' 1
b0 /Ox v {n—i—m—klx g nt+tm+1
Es folgt
(o) de = 1 m! I
/0 A=) dr =l = G ()
nlm)!
B n!m! 1
 (n+m)! n+m+1
nlm)!

(n+m+1)"



Fiir das zweite Integral benutzen wir die Substitution £ = 2¢t — 1 und erhalten
1 1
/ 1+x)"(1—2)"dx = / (2t)"(2 —2t)™ - 2dt
-1 0
1
= 2"+m+1/ t"(1—t)™dt
0

2n+m+IIn m

2n+m+1ﬂ.
(n+m+1)!



