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11. ﬂ'bungsblatt

Aufgabe 1

Untersuchen Sie die folgenden uneigentlichen Integrale auf Konvergenz:

Y /01 <sir11x N i«) da
b) /O”Sm (i) dz

Losung;:

Vorbemerkung: Gilt f;| f(z)|dx < oo, so folgt die Konvergenz des uneigentlichen In-

tegrals f; f(x)dxz. Dies folgt aus der Definition des uneigentlichen Integrals und wird im
Folgenden verwendet.

a) Die Taylorentwicklung von f(x) := sinx liefert

23
sinz =z — ot rof (),
wobei 7§ f () = f(z) — Tgf(z) mit |rgf(x)| < 2° fiir * > 0 (Resttermabschitzung der
Taylorreihe). Ahnlich erhalten wir xsinz = 22 + 7(z) mit |r(z)| < 2* fiir 0 <z < 1.
Somit existiert ein A € (0,1), so dass

1 1| |z—sinz /3! — 13 f(x)
sinz x| | xsinz z2 4+ r(x)
5
x x
< oZ 4|l
T 2?2 4+ 7r(x)
x 3
< =z
fir alle x € (0, A). Es folgt
1 A 1
1 1 1 1 1 1
/( —>da: < / _ —da:—i—/ — — —| dx
o \sinz z 0 |sinz A |sinz
< / xdx—i—/ - — —| dx < o0,
0 A |sinz

d.h. das Integral konvergiert.



b) Das Integral konvergiert, denn

1 1
/ﬂsin<1>da§ dxg/ﬂldazzl.
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Aufgabe 2
Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz:
a) > 1
bei R
kzg k(logk)(loglogkys' 000 ° €
b) - 1
Z (log k)logk

Losung;:
a)
Fall 1: s <0
Fiir t > €€ gilt t(logt)(loglogt)® < tlogt, also
(t(logt)(loglogt)®)™1 > (tlogt)~L.

Ferner erhalten wir mit der Substitution s = logt

0 Yy
/ (tlogt)~'dt = lim [ (tlogt)~'dt
ee Yy—r00 ee
logy 1
= lim —ds
y*)OO e S
_ ; logy
= yhﬁrgo [log s],
= +o0.

Da (tlogt)~! monton fillt, folgt aus dem Integralvergleichskriterium, dass die
Reihe Y 7% 5 (klogk)~! divergiert. Aus dem Minorantenkriterium folgt, dass auch
die ursprungliche Reihe divergiert.

Fall 2: s >0

Fiir t > e féllt die Funktion ¢ — 1/(¢(logt)(loglogt)®) monoton, und wir kénnen
die Konvergenz der Reihe mit dem Integralkriterium priifen: Mit der Substitution
x =loglogt, de = dt/(tlogt) erhalten wir

3 t(log t) (log 10g t)s loglog 3 xS’

Also konvergiert die Reihe genau dann, wenn s > 1.




b) Die Funktion ¢ + (logt)~ 18" ist fiir ¢ > e monoton fallend. Substitution = = logt,

dt = e*dx liefert
5 (logt)logt — Jiopq a® !

00
— / e:tfmlogxdx.
log 3

Fiir den Exponenten f(x) := z(1 — logz) des Exponenten gilt f'(z) = —logz. Ins-
besondere gilt Vo > e : f'(z) < —1, und weiterhin f(e?) = —e?. Fiir z > ¢? gilt also
fl@) = f(e)+ [5 f(y)dy < —e* + [5(—-1)dy = —z und damit e*~*18% < =% Wir

erhalten
(9] e2 9]
/ ea:fxlogz dx S/ ezfmlog:v dl’—l—/ e T dy < 00,
log 3 log 3 e?

und die Reihe konvergiert.

¢) Wir berechnen fiir ¢t > 1

d 1 1 1
7 ((log t)Qt*IOglogf) = 2(log t);ti loglogt 1 (1og ¢)? <t loglogt <_t — log log t>>
= g tloslosl(jogt)((logt)(1 + loglogt) — 2).
Es gibt also ein ¢ € [0, 00), so dass fiir t > ¢ die Funktion ¢ — (log )%t~ 1°81°6* monoton
fallt. Substituiere x = logt, dt = e*dx:

00 2 00
(logt) dt _ :L,2€ac—a:logx dr.
tloglogt )
c ogc

Da fiir z > €2 gilt €* *18% < =% (siche Teil b)), und da Vn € N: [ z"e “dz =
n! < oo (siche 10. Ubungsblatt, Aufgabe 5 b)), konvergiert das Integral und somit die
Reihe.

Aufgabe 3

a) Bestimmen Sie das Taylor-Polynom zweiter Ordnung der Funktion f : (—1,1) — R,

f(z) = \/11_7 im Punkt 0.

b) Fiir Konstanten mg > 0 und ¢ > 1 definieren wir E': (—1,1) — R durch

Zeigen Sie: Es existiert eine Funktion 7 : (—=1,1) — R mit lim,_,on(z) = 0 und

E(v) = moc® + =




’ N 7 3 _
> (B3 =1+5+ 2o

b) Es gilt E(v) = mOCQf(Z—i), wobei f wie in Teil a).

Lemma aus Vorlesung = 3 Funktion 7 : (—1,1) — R mit 7(z) — 0 fiir x — 0 und

fl@) = (Tof)(@)+i(z)z

X -
= 1+ B + 7(z)x.

2 2 = v2
v v 77(7) 2
= f(02>_1+262+ CCQ v

2 2

2
= FE(v)= moc? f <U2> = moc® + mgv + mon <U ) V2.
c

2
Definiere 7 : (—1,1) — R durch n(v) := mo7n (2—5) Fir v — 0 gilt Z—; — 0 und damit
02
li = li Nl = | =
Uli}(l)?](’l}) Ul_I)I(l) mon <62> 0

und

2
E(v) = moc® + % + n(v)v?.
Aufgabe 4
a) Sei f(x) :=log(1+ z). Zeigen Sie:

5

0 <log(l+4z)—Tyf(z) < -2’ fiir alle z > 0.

ot =

b) Bestimmen Sie Zahlen a, b, und ¢, fiir die gilt:

log(2 + x) —a — bx| < ca® fiir alle z € [—1,1].

¢) Approximieren Sie die Funktion g(x) :=e™® + 14%7: durch das Taylorpolynom Tg g und
geben Sie eine Konstante C' > 0 an, so dass fiir alle z € [0, 1] gilt:

g(@) - Tg(x)| < C




Losung;:

a) Die durch f(z) := log(1 + z) definierte Funktion f: (—1,00) — R ist beliebig oft
differenzierbar. Wegen

/ _ 1 " _ —1 " _ 2 " _ —6
f5(£1))—(1+$)5
sind

foy=o0, fO)=1, f0)=-1, f0)=2, f7(0)=-6
und fiir das Taylorpolynom Té f ergibt sich

Ty f(x kal( ) (¢ = 0" =0+ 2+ 5 (—1)2” + 5 22° + § (—6)z"

4

1 3 1
4&7.

:x—gx —i—gx

Sei z > 0. Um die Abschiitzung 0 < log(1 + x) — T f(x) < %xf’ zu zeigen, verwenden
wir den Satz von Taylor. Dieser besagt, dass es ein £ zwischen 0 und x gibt mit

(4+1)
@) =T @) + T -0yt

also mit

(5)
f@) -1 = T 0.

Somit reicht es, die Abschatzung 0 < 1 (5) 0 < éaz‘f’ einzusehen. Diese ist erfiillt,

denn:
fO 5 1 24 4
- . >
5 Y T agept =0
f(5)(§) 5 1 24 5 1 1 5 1 5
50 7 T8 @+ept S5 (14057 57

b) Fir die durch f(z) := log(2 + x) gegebene Funktion f: (—2,00) — R, die beliebig oft
differenzierbar ist, gilt
1 " - 1

Also haben wir f(0) = log2 und f/(0) = % Nach dem Satz von Taylor gibt es zu jedem
x € [—1,1] ein £ zwischen 0 und z mit

fi(z) =

1/ 9
1) =10+ 0+ Bt g2 - T
Daher gilt wegen £ € [—1,1]
) onz - ‘ - ‘ 202 +e7| = 2(236— 1)2 %

Wir konnen somit a =log2 und b = ¢ = 5 wéhlen.



c) Die Funktion g: [0,1] - R, z +— e * + 14%7: ist beliebig oft differenzierbar mit

_ 1 _ 2 _ 6
g,(fU):—ex—m, 9/,($):€w+m7 glll(w):—ex—m-
Daher sind

gB)=e?+2 JR=-P-%,  JG)=ePr2. =1

und das Taylorpolynom T f g lautet
2

RS P R R AR IR i

Sei « € [0,1]. Nach dem Satz von Taylor existiert ein ¢ zwischen 3 und z mit

g(x) = ng(a:) N g2+ () (z — 12!

2+1) !
also mit
"
jo(@) ~ T3g(@)] = N e g

Wegen £ > 0 ergibt sich

9"l _ (e, 6 y_e*, 1 1. 1 1T
3! _6<e +(1+§)4)_ 6 +(1+§)4§6+(1+0)4_6

demnach gilt die gewiinschte Abschétzung z.B. mit C =

(SR

Aufgabe 5

Welche der folgenden Mengen U sind Untervektorrdume der angegebenen Vektorrdume V7
a) U= {(x1,22,73) € R3:zy =29 = 2x3}, V = R3
b) U= {(z1,22) € R?: 2} + 23 =0}, V = R?
c) U={(a+bb*) €R?:a,bc R}, V =R2
d) U= {(z1,29,23) €ER3: 2y > 15}, V =R3
Losung;:
a) o (0,0,00eU=U#0
o v =(v1,v2,v3) €U, w= (wy,ws,w3) € U = v1 = v9 = 2u3, w1 = wg = 2ws.
=v+w = (v + wi,ve+ wy,vy+ ws)

1
= (v1 +wi,v1 +wi, 5(01 +wy)) €U



o \v = (Avy, Mg, Avg) = (Avy, Av, A1) € U

Also ist U ein Untervektorraum.

b) U ={(0,0)} = U ist Untervektorraum

c) Es gilt b2 > 0 fiir alle b € R\ {0}. Wihle A = —1

= MNa+b,b) =(—a—b,—b) ¢ U fiir b#0

= U ist kein Untervektorraum

d) Seiv= (21 ,1)eU A=—1

= v = (-2, —1) ¢ U = U ist kein Untervektorraum

Aufgabe 6

Welche der folgenden Mengen sind Untervektorrdaume der Menge aller reeller Folgen, bzw.
der Menge aller Funktionen von [—1, 1] nach R?

a)

c)

{(zj)jen | Y _l;] < oo} b) {f:[-1,1] = R | £(0) =0}
j=1

{f:[-1,1] = R | f hat mind. eine Nullstelle} d) {f:[-1,1] = R | f ist surjektiv}

Losung:

a)

Wir zeigen, dass A := {(z;)jen | > lmil < oo} ein Untervektorraum der Menge
aller reellen Folgen ist:

(i) A # 0 wegen (0)jen = (0,0,0,...) € A. (ii) Seien o € R und (z;), (y;) € A, d.h.
die Reihen » 2%, |z;| und > 22, |y;| konvergieren. Damit konvergieren dann auch die
Reilen 5%, &l | und 33, (s -+ o)), Wegen [o| = o fa;| und [z ;] < |+ [
fiir alle j € N konvergieren nach dem Majorantenkriterium auch die Reihen » 22, |a;|
und » 22, |25 + y;|. Folglich sind auch a(z;), (z;) + (y;) € A.

Wir zeigen, dass B := {f :[-1,1] = R ‘ f(0) = 0} ein Untervektorraum der Menge
aller Funktionen von [—1, 1] nach R ist.

(i) B # 0, weil die Nullabbildung f(z) = 0 fiir alle x € [-1,1] in B liegt.
(ii) Seien @ € R und f,g € B. Dann gilt
1) (f+9)(0)=f(0)+g(0)=0+0=0, also f +g € B;
2) (af)(0)=a-f(0)=a-0=0, also aof € B.
{ f:[-1,1 - R ‘ f hat mind. eine Nullstelle} ist kein Untervektorraum der
Menge aller Funktlonen von [—1,1] nach R, weil z.B. die Funktionen

f:-L1] >R, z—z und g:[-L,1] >R, z—1—2z

in C liegen, ihre Summe wegen (f + g)(x) = f(x) +g(x) = 1, x € [-1, 1], jedoch nicht.



d) D := {f [-1L,1] - R } f ist surjektiv} ist kein Untervektorraum der Menge aller
Funktionen von [—1,1] nach R, weil z.B. die Nullfunktion f(z) = 0 fiir alle x € [—1, 1]
nicht in D liegt.

(Wére D ein Untervektorraum, so miisste mit g € D auch die Nullfunktion 0- g = 0 in
D liegen!)



