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12. Übungsblatt

Aufgabe 1

Sei V ein K-Vektorraum und seien W1,W2 ⊂ V Untervektorräume von V , so dass
W1 ∪ W2 ⊂ V auch ein Untervektorraum von V ist. Zeigen Sie, dass dies W1 ⊂ W2

oder W2 ⊂ W1 impliziert.

Aufgabe 2

Sei V = C∞(R) der R-Vektorraum der unendlich oft stetig differenzierbaren Funk-
tionen f : R → R. Zeigen Sie: Die Funktionen f1, f2 und f3, wobei f1(x) = 1,
f2(x) = cosx und f3(x) = sinx für alle x ∈ R, sind linear unabhängig.

Aufgabe 3

Sei n ∈ N und sei V wie in Aufgabe 2. Weiter seien β1, . . . , βn ∈ R paarweise ver-
schiedene Zahlen (d.h. βi ̸= βj für alle i, j ∈ {1, . . . , n}, i ̸= j). Zeigen Sie: Die
Funktionen f1, . . . , fn, fi(x) = eβix für alle 1 ≤ i ≤ n und alle x ∈ R, sind linear
unabhängig.

Aufgabe 4

a) Im R4 sind die Vektoren v1 =


0
8
−2
4

 , v2 =


3
6
2
−1

 , v3 =


0
−4
1
−2

 gegeben.

Zeigen Sie:

i) Die Vektoren v1, v2 und v3 sind linear abhängig.

ii) Es gibt keine Zahlen α1, α3 ∈ R mit v2 = α1v1 + α3v3.

b) Bestimmen Sie alle a ∈ R, so dass die Vektoren v1 =

1
0
1

 , v2 =

 0
1
−1

 ,

v3 =

a
1
1

 des R3 linear abhängig sind.



Aufgabe 5

Gegeben seien im R5 die Vektoren v1 = (4, 1, 1, 0,−2), v2 = (0, 1, 4,−1, 2), v3 =
(4, 3, 9,−2, 2), v4 = (1, 1, 1, 1, 1), v5 = (0,−2,−8, 2,−4).

a) Bestimmen Sie eine Basis von V = span(v1, . . . , v5).

b) Wählen Sie alle möglichen Basen von V aus den Vektoren v1, . . . , v5 aus, und
kombinieren Sie jeweils v1, . . . , v5 daraus linear.

Aufgabe 6

Geben Sie für folgende Vektorräume jeweils eine Basis an:

a) {(x1, x2, x3) ∈ R3 : x1 = x3}

b) {(x1, x2, x3, x4) ∈ R4 : x1 + 3x2 + 2x4 = 0, 2x1 + x2 + x3 = 0}

c) span(x2, x2 + x, x2 + 1, x2 + x+ 1, x7 + x5) ⊂ R[X]


