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Aufgabe 1

Sei V' ein K-Vektorraum und seien Wi, Wy C V' Untervektorraume von V', so dass
Wi U W, C V auch ein Untervektorraum von V ist. Zeigen Sie, dass dies W; C Wy
oder Wy C Wi impliziert.

Losung:
Angenommen es gilt nicht W7, C Ws. Zu zeigen ist dann Wy C Wi. Sei wy € Wy
beliebig und wy, € Wy \ Wy = wy,wy € Wi U Wi,

W1 U Wy Untervektorraum = w; + we € Wi U W,

Angenommen es gilt w; + wy € Wy, Dann gilt w; = (wy; + wy) — we € Wh, ein
Widerspruch. Es folgt wy +wy € W1, also wy = (wy + we) — wy € Wi, also Wo C Wh.

Aufgabe 2

Sei V.= C*°(R) der R-Vektorraum der unendlich oft stetig differenzierbaren Funk-
tionen f : R — R. Zeigen Sie: Die Funktionen fi, fo und f;, wobei fi(z) = 1,
fo(z) = cosx und f3(x) = sinz fiir alle x € R, sind linear unabhéngig.

Losung:
Es gelte

M fi+ Aafa+ Asfz = 0.

Dies impliziert \; + Ag cosx + A3sinx =0 Vx € R.

Indem wir der Reihe nach x = 0, * = 7 und x = 7 einsetzen, erhalten wir die
drei Gleichungen

)\1 + /\2 - 0,

)\1 + A3 = 07

AL — Ao =0.

Dies liefert Ay = Ay = A3 = 0. Also sind fi, fo, f3 linear unabhéngig.



Aufgabe 3

Sei n € N und sei V wie in Aufgabe 2. Weiter seien f,...,08, € R paarweise ver-
schiedene Zahlen (d.h. ; # B; fur alle 4,5 € {1,...,n}, i # j). Zeigen Sie: Die Funk-
tionen fi,..., fn, fi(x) = €% fiir alle 1 <4 < nund alle # € R, sind linear unabhingig.

Losung:
Wir zeigen die Aussage mittels Induktion iiber n.

n=1: Sei \;e%* = 0 fiir alle x € R. Da %* > 0, folgt \; = 0.

Sei die Aussage fiir n — 1 bereits gezeigt. Seien Ay, ..., A\, € R mit
AP 4N =0 Vr € R. (%)
Wir multiplizieren diese Gleichung mit e=%»* und erhalten
NeBr=bn)e N eBnimB)e Ly = Vo € R.
Wir differenzieren die letzte Gleichung und erhalten

M (B — BB 4 N (Baor — Ba)eP AT =0 vYa e R

Da 81— B,, ..., Bn_1 — B, auch paarweise verschieden sind, folgt aus der Induktionsvo-
raussetzung
Al(ﬁl - ﬁn) = ... = )\nfl(ﬁnfl - Bn) =0.
Da (; # B, fir 1 <i <n—1, folgt (8; — 5,) #0 fir 1 <i <n— 1 und damit
AM=...= X1 =0.

Aus (%) folgt \,ef"* =0 Vo € R = )\, = 0. Also sind f1,..., f, linear unabhingig.

Aufgabe 4
0 3 0
4 ) 8 6 —4
a) Im R* sind die Vektoren v; = o] 2= 9 |+ ¥ = 1 gegeben.
4 -1 -2
Zeigen Sie:
i) Die Vektoren vy, v, und vs sind linear abhéngig.
ii) Es gibt keine Zahlen ay, a3 € R mit v9 = ajv; + agvs.
1 0
b) Bestimmen Sie alle a € R, so dass die Vektoren v; = [0 ], v = 1],
1 -1
a
vg3 = [ 1| des R3 linear abhingig sind.
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Losung:

0 3 0
a) Im R* sind die Vektoren v; = _82 , Vg = g , Us _14 gegeben.
4 -1 -2

i) Offenbar ist v; = —2v3. Daher gilt vy + Ovy 4+ 2v3 = 0, d.h. es gibt eine
nichttriviale Darstellung des Nullvektors. Also sind die Vektoren vy, vs, v3
linear abhangig.

Im allgemeinen erkennt man nicht sofort, ob gegebene Vektoren linear un-
abhangig sind oder nicht. Um die Vektoren vy, vy, v3 auf lineare Unabhangigkeit
zu priifen, konnen wir vy, v9, v3 als Zeilen in eine Matrix schreiben und diese
durch Zeilenumformungen auf Zeilenstufenform bringen:

0 8 -2 4

3 6 2 -1

0 -4 1 =2
[vertausche erste und zweite Zeile]

3 6 2 -1

0 8 -2 4

0 4 1 =2
[multipliziere die dritte Zeile mit 2]

3 6 2 -1

0 8 -2 4

0 -8 2 -4

Da die Zeilen der letzten Matrix linear abhangig sind, sind es vy, v9, v3 auch.

i) Wére ve = aqv; + agus fiir aq, a3 € R, so miisste fiir die erste Komponente
gelten: 3 = a3 -0+ a3 -0 = 0. Dies ist nicht moglich. Deshalb gibt es keine
aq, a3 € R mit vo = aqv1 + asvs.

b) Seien A1, A2, A3 € R mit A\jv; + Agvg + Azvz = 0, also mit

)\1 + )\3@ =0
)\2 + )\3 — 0
/\1 - )\2 + )\3 = O



bzw. aquivalent hierzu

)\1 = —Cl)\g
)\2 = —)\3
Al = —2)3

Nur fiir @ = 2 gibt es eine Losung, die sich von A\; = Ay = A3 = 0 unterscheidet
(z.B. Ay =2, 0 = 1, A3 = —1, dann gilt 2v; + vy —v3 = 0).

Also sind die Vektoren vy, vy, v3 nur fiir a = 2 linear abhangig.

Aufgabe 5

Gegeben seien im R’ die Vektoren v, = (4,1,1,0,-2), v, = (0,1,4,—1,2), v =
(4,3,9,-2,2), va = (1,1,1,1,1), vs = (0, -2, -8, 2, —4).

a) Bestimmen Sie eine Basis von V' = span(vy,...,vs).
b) Wiéhlen Sie alle méglichen Basen von V' aus den Vektoren vy, ..., vs aus, und
kombinieren Sie jeweils vy, ..., vs daraus linear.
Losung:

a) Mit der Methode aus Aufgabe 4 a)i) priift man, dass {vy,vs,v4} linear un-
abhangig ist: Aus den Vektoren vy, vo, v4 erstellen wir die zugehorige Matrix

411 0 =2
014 -1 2
111 1 1

Vertauscht man die erste mit der dritten Zeile, erhalt man

111 1 1
014 -1 2
411 0 =2

Von der dritten Zeile subtrahieren wir 4- die erste Zeile:

11 1 1 1
0o 1 4 -1 2
0 -3 -3 -4 -6

Zur dritten Zeile addieren wir 3- die zweite Zeile:

111 1 1
014 -1 2
009 =70

Die Zeilenstufenform zeigt, dass sich keine Nullzeile produzieren lasst, also keiner
der Vektoren als Linearkombination der anderen darstellbar ist. Damit ist
{v1,v9,v4} linear unabhéngig.

Ferner gilt offensichtlich vs = —2vy, sowie v3 = v; + 2vy Es folgt dim V = 3
und {vq, vy, v4} ist eine Basis von V.



b) Jede Basis hat genau 3 Elemente. Da {v;, va,v4} eine Basis ist und v3 = vy + vy,
vs = —2v,, muss vy in der Basis enthalten sein (v, ldsst sich nicht aus den anderen
Vektoren linear kombinieren).

Aus {vq, v, v3,v5} sind also noch genau zwei Vektoren in der Basis enthalten

) 9 ) Y
wobei wegen vs; = —2v, nur maximal einer der Vektoren wvq, vs in der Basis ent-
halten ist.

Es kommen also nur folgende Mengen als Basen in Betracht: {vy,vs,v4}, {v1, v2, 04},
{U27 U3, U4}7 {Ula Uy, US}a {U?n Uy, U5}-

Wir stellen im Folgenden jeden der Vektoren wvy,...,vs als Linearkombination
aus Vektoren der einzelnen Mengen dar; dies zeigt, dass jede der gerade genann-
ten Mengen tatsachlich eine Basis ist.

Darstellung der Vektoren vy, ..., vs als Linearkombination aus {vy, vs,v4}:
1 1
V1 :1'1}1, U2:—§U1+§U3, U3:1'U3, ’U4:1'U4, Vs =— U1 — V3.
Darstellung der Vektoren vy, ..., vs als Linearkombination aus {vq, vo, v4}:
U1 :1"111, ’02:1'1)2, U3:U1+2U2, ’114:1"114, ’05:—2’02.
Darstellung der Vektoren vy, ..., vs als Linearkombination aus {vq, v3,v4}:
V1 = —2U2+U3, Vg = 1"027 V3 = 1'1}37 Vg = 1'U4, ’U5:—2’02.
Darstellung der Vektoren vy, ..., v als Linearkombination aus {vq, v4, vs}:
1
vy =1-vq, v2:—§v5, Vg =11 — Vs, Ug=1-v4, v5=1"0s5.
Darstellung der Vektoren vy, . .., vs als Linearkombination aus {vs, vy, v5}:
1
U1 = VU3 + Us, ’U2:—§’U5, U3:1"03, U4:1‘U4, 'U5:1'U5.
Aufgabe 6

Geben Sie fiir folgende Vektorraume jeweils eine Basis an:
a) {(z1,29,73) €R3: 1y = 23}
b) {(z1, 72, 23,74) € R*: 21 + 329 + 224 = 0,221 + 79 + 23 = 0}

c) span(z? 2* + 1z, 2* + 1, 2> + x + 1, 27 + 2°) C R[X]



Losung:

a)

b)

Eine Basis ist gegeben durch v; = (1,0, 1), v = (0,1,0), denn aus A\jv; + v = 0
folgt (A1, A2, A1) = (0,0,0,), also A\; = Ay = 0; ist ferner v € {(z1, 72, 73) € R :
x1 = x3}, so gibt es a,b € R mit v = (a,b,a), also v = avy + bu,.

Die beiden Gleichungen x; 4+ 3x9 + 2x4 = 0, 221 + 29 + x3 = 0 flihren auf das
Gleichungssystem

1 3 0 2

2110/

Subtrahiert man 2. die erste Zeile von der zweiten, fiithrt dies auf

1 3 0 2
0 =51 -4 /)

Dies liefert x4 = %1'3 — %m, r1 = —3x9 — 2x4. Die Variablen x3, x4 sind frei

wahlbar und der gegebene Vektorraum ist damit 2-dimensional.

Setzt man bspw. x3 = 5, x4 = 0, so erhalt man zo = 1, ;1 = —3. Setzt
man x3 = 0, x4 = 5, so erhdlt man zy = —4, ;7 = 2. Die Vektoren (—3,1,5,0)
und (2, —4,0,5) sind offensichtlich linear unabhéngig und bilden zusammen eine
Basis.

Wir zeigen zunéchst, dass {z?, 22 +x, 22+ 1, 27 + 25} linear unabhéngig ist: Es
gelte

M2+ X (2? 4+ 2) + A3(2® + 1) + M (2" + 2°) =0,
also
Az 4 Ao + (AL + Ao + Ag)x? + M2’ + 2" = 0.
Da die Polynome {1, z,z% z?,...} C R[X] linear unabhangig sind, folgt
A3=0, A=0, M+ X+A3=0, \=0,

also \; = Xy = A3 = Ay = 0. Damit ist {22, 2% + z, 2% + 1, 27 + 25} linear
unabhéngig. SchlieBlich lasst sich das Polynom 22 + z + 1 als Linearkombination
aus den restlichen Polynomen darstellen, und zwar gilt

—? 4 (P + )+ (P + 1) =2+ + 1.

Damit ist span(z?, 2® + z, 22 + 1, 22 + x + 1, 27 + 2°) ein 4-dimensionaler Vek-
torraum und

{22 2?2 + 2,2+ 1, 27 + 2%}



ist eine Basis dieses Vektorraums.

Alternativ: Offensichtlich ist dann auch
{1, z, 2%, 2" + 2°}

eine Basis (die Vektoren sind linear unabhéngig und jeder Vektor ldsst sich als
Linearkombination der Vektoren der ersten Basis schreiben).



