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Aufgabe 1
Berechnen Sie alle Losungen des folgenden linearen Gleichungssystems
T1+ X0 —2x3+4x4 =5

2x1+2x9 —323+ x4 = 3
3x1+3x9 —4x3—2134 =1

Losung;:

rT1+ x90—2x3+4x4 =5
2x1 +2x9 — 323+ x4 = 3
3x1+3x2—4x372x4:1

erhalten wir

1+ 2o — 223+ 4dx4 = 5
r3 — 7LU4 = =7
203 — 142y = —14
und damit
T1+x9—22x3+4x4 = 5
{ xr3 — 7564 = -7

und schlielich

1 =—9— 29+ 1024
T3 = —7—|—7.%'4

Damit ist die Losungsmenge gegeben durch

{(=9—s+10t,s,—7+T7t,t): t,s € R}.
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Aufgabe 2
Stellen Sie fest, ob das System Apx = b fiir ein b € R? eine eindeutige Losung besitzt
(k=1,2,3):
1 20 010 010
Ai=|1 2 0],4=10 0 0],A43=|1 0 0
1 11 1 10 111



Losung;:

e Die Vektoren (1,2,0) und (1,1, 1) sind linear unabhéngig. Ferner sind die ersten beiden
Zeilen identisch, insbesondere linear abhéangig. Damit ist der Zeilenrang von A; = 2.
Es folgt dim Kern(A4;) = 1 = Die Gleichung ist nicht eindeutig 16sbar.

e Analog (wie bei A;) ist der Zeilenrang von Ay = 2 und damit die Gleichung nicht
eindeutig losbar.

e Die drei Zeilen sind linear unabhéngig. Also ist der Zeilenrang von Az = 3. Es folgt
dim Kern(A3) = 0 = Die Gleichung ist eindeutig 16sbar.

Aufgabe 3

Sei M der Vektorraum aller n x n-Matrizen. Weiter sei fiir eine Matrix A = (a;5), 1 <7,5 <n
die transponierte Matrix A’ definiert durch A" = (aj;). Die Abbildung P : M — M sei
definiert durch

1 1 a1 t+air ... Gip+an1
P(A):i(AJFAt):g :
ap1 +Q1n ... Qun + apn
Zeigen Sie:

a) P ist eine lineare Abbildung.
b) Kern(P) = {A € M : A' = —A} (die Menge der schief-symmetrischen Matrizen).

c) Bild(P)={Ae M: A= A'} (die Menge der symmetrischen Matrizen).

d) dim(Bild(P)) = "("2“), dim(Kern(P)) = n(n;l)

Losung;:
a) Es gilt
P(A\A) = %(AA + (M) = %(AA F AN =\ %(A + A = AP(A),
sowie
P(A+B) = %((AJFB) +(A+B)) = %(A+B+At+Bt)

1 1

A+ AY) + 5B+ BY) = P(A) + P(B).
Also ist P eine lineare Abbildung.

b) A€ Kem(P) & A+ A'=0 & A'=-A.

¢) i) Sei Be M = P(B)! = 4B+ B')' = }(B' + B) = P(B). Also gilt Bild(P) C

{AeM: A= Al}.

1
2



ii) Sei C € M mit C* = C. Dann gilt 1(C + C*) = $(2C) = C, also P(C) = C. Es
folgt {A € M: A= A'} C Bild(P).

Insgesamt folgt aus i) und ii): Bild(P) ={Ae M : A= A'}.

d) Eine Basis von Bild(P) wird durch die folgenden Matrizen gebildet:

1 0 0 0 0 0
O .
PR | 1 PR ) )
0
0 0 0 0 0 1
0 1 0 00 1 0
1 0 0
771 bl
0 0 0 0

Diese Matrizen sind offenbar linear unabhéngig, auflerdem 1a3t sich jede symmetrische
Matrix als Linearkombination dieser Matrizen schreiben. Also bilden obige Matrizen
eine Basis. Da man in der rechten oberen Dreiecksmatrix stets ein Element = 1 wahlen
kann und den Rest = 0, besteht diese Basis aus

n(n+1)

n+(n—1)+...4+1= 5

Elementen, also dim Bild(P) = % Ferner erhalten wir

dim Kern(P) = dim M — dim Bild(P)
2 n(n+1)

" 2

n(n —1)

—

Aufgabe 4
a) Gegeben sei die Abbildung ¢: R? — R?, (21, z2) +— (21 + 22, 21 + 2).
Ist ¢ linear? Bestimmen Sie Kern ¢ und Bild ¢.

-3 0 2
b) Sei A= 1 1 0] €R33 Berechnen Sie eine Basis von Kern A und von Bild A.
-2 1 2



Losung;:

a) Wegen qﬁ((i;)) = (xl + x2> =A (x1> mit A := <1 D € R?? ist ¢ linear. Es gilt

T, + 79 T
Kern ¢ — {z € R? : ¢(z) = 0} = {z € R? : Ax:@}:{<_11>}.
GemiiB Definition ist
Bild ¢ = {#(z) : x € R*} = {Az : z € R?} = span{G)}.

weil Bild A der lineare Aufspann der Spalten von A ist.

b) Zunéchst bringen wir A mittels Zeilenumformungen auf Zeilennormalform:

3 0 2\ 2Atil 1 0 -2/3 (10 —2/3
Zs——izs 41z Zs—Z3+% 2
A=[1 1o 22200 0 1 23 | R o 1 23
-2 1 2 Z1=-321 0 —1/2 —1/3 00 0
Daraus lesen wir ab:
—2/3 2
Kern A =span{| 2/3 |} =span{| -2 |}.
-1 3
2
Folglich ist {[ —2 | } eine Basis von Kern A und es gilt dim Kern A = 1. Die Dimen-
3
sionsformel liefert dim Bild A = 3 — dim Kern A = 3 — 1 = 2. Da die beiden Vektoren
-3 0
Aeg = | 1 |,Aes = | 1| € Bild A linear unabhéngig sind, bilden diese eine Basis
-2 1
von Bild A, also
-3 0
Bild A=span{| 1 |,[1]}.
-2 1

Aufgabe 5

Essein € Nund ¢: R" — R, (21,22,...,2,) — » .y kxj eine Abbildung.
a) Zeigen Sie, dass ¢ linear ist.
b) Bestimmen Sie eine Basis von Kern ¢ und eine Basis von Bild ¢.
c¢) Fiir welche n ist ¢ injektiv?

Losung:
Essein € Nund ¢: R" = R, (x1,22,...,2n) — »__ kxj eine Abbildung.



a) Aufgrund von
ol - =4 mit A=(1 2 3 -~ n)€RY

ist ¢: R® — R linear.

Alternativ kann man die Linearitdt von ¢ auch wie folgt begriinden:

L1 Y1
Fir beliebige c e Rundz=| : |, y=]| : | € R" gilt
Tn Yn
ary + 1 n n n
¢laz +y) = ¢ : )= klamp+yr) =Y kzp+ Y kyp = ad(x) + ¢(y) .
AT + Yn k=1 k=1 k=1

b) Wegen ¢(| . |) =1-a = a fiir jedes a € R gilt Bild ¢ =R, also ist {1} eine Basis von

0
Bild A = Bild ¢. Insbesondere ist dim Bild A = 1.

Nun iiberlegen wir uns, wie viele Basisvektoren Kern ¢ = Kern A aufspannen. Die
Dimensionsformel liefert n = dim Bild A4+dim Kern A, folglich ist dim Kern A = n—1.
Wir bestimmen Kern A = Kern ¢: Jeder der n — 1 Vektoren

2 3 n
1 0 0
0 1 0
ol ol o | €R"
0 0 1

ist in Kern ¢ enthalten. Da die angegebenen n — 1 Vektoren linear unabhéngig sind,
bilden diese eine Basis von Kern ¢:

2 3 n

-1 0 0

0 -1 0
Kern ¢ =span{| ¢ |, ol > o |-

0 0 —1

c) Wegen ¢ injektiv <= Kern ¢ = {0} <= dim Kern ¢ = 0 ist ¢ genau fir n =1
injektiv.



Aufgabe 6

Seien v = (vi,v2) und w = (w1, ws) zwei Punkte im R? mit v # w und sei L die Gerade
durch v und w. Zeigen Sie:

1 v vy
L ={(x1,22) € R?: det| 1 wy wy | = 0}.
1 xr1 X9
Losung;:
Es gilt
r=(x1,22) €L & INER 1 z; =v; + ANw; —v;), i=1,2.
Also ist

L={(z1,22) €R?:IN € R mit z; = v; + MNw; — v;), i =1,2}.

Andererseits gilt

1 V1 () 1 (%] ()
det| 1 wy w9 = det| 0 wy —v1 wo— vy
1 I i) 0 Tr1 — U1 T2 — V2
w1y — v w2 — V2
= det
1 —v1 X2 — V2
!
= 0



