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Aufgabe 1

Ist det : K" — K eine Determinantenfunktion, so gilt nach Vorlesung

aip -+ Qip

det | : : = Z A1,6(1) " On,o(n) * SiEN O,

anl e Gnn €Sy

WS 2012/13
28.01.2013

insbesondere ist die Determinante (falls existent) eindeutig bestimmt. Weisen Sie nun nach,
dass obige Formel alle Eigenschaften einer Determinantenfunktion erfiillt. Dies zeigt die Fz-

istenz der Determinante.

Losung;:

1.) Nach Vorlesung ist

Z a1,5(1) - - - Ono(n) - SIBN 0 = Z Ag(1),1 - - - Co(n),n * SIN O
o€Sn oESh
0
Seinun b= | : |. Dann gilt
v,

det(al,...,ajfl,)\aj—i-,ubj a’tt 7an)

= Z g(1),1 - - Gg(j—1),j—1(Ao(j),j + b o(j )) A (j+1),j+1 - - - Qo (n),n
oESh
= A Z Oy (n),n " SIgN 0 + 1 Z o(—1),j— 1ba(])
c€Sn oESy

= X-det(al,...,a") + p-det(at,....a" 50, a7, a™).

-sign o

o(j+1),j4+1 - - Qo(n)n

2.) Seien 1 <i < j <mn. Sei T € S, die Transposition, die ¢ und j vertauscht. Es gilt

Sy, ={ro00:0€8,}. (%)

-sign o



Sei @/ := a™), bzw. 4 j := Qjr(;)- Dann ist

. . . )
det(a’,...,a',...,d’,...,a") = Zalﬁ(l)...anﬂ(nyagna
UGSn

= E A1,700(1) « + - An,rog(n) * SIEN O

O'GSn
= - Z CNll,Toa(l) e an,roa(n) ’ Sign(T © J)
gESy,
) ~ ~ L
== - Z al,&(l) e G,nﬁ(n) + 818N O
GESh
= —det(a',...,a")
= —det(al,...,a" a7, a", a7 A aPTE LA,
1 0
3.) Sei A= . Dann ist
0 1
detA = Z A16(1) - - Ano(n) * SIGN O
oESy
= Z a1,5(1) - - - Op,o(n) - SIGL O
o=Id
= 1.

Aufgabe 2

a) Sei V ein R-Vektorraum und A : V' — V eine lineare Abbildung. Zeigen Sie: Hat
A? 4 A den Eigenwert —1, so hat A% den Eigenwert 1.

b) Berechnen Sie das charakteristische Polynom, die Eigenwerte und die Eigenvektoren
der Matrix

2 2 3
B=|1 2 1
2 -2 1
Loésung;:
a) Ist —1 Eigenwert von A% + A, so existiert ein v € V., v # 0, mit
(A% + A)(v) = A%(v) + A(v) = —v.

Daraus folgt A%(v) + A(v) +v = 0. Wendet man auf diese Gleichung erneut A an, so
erhalt man

0=A(A%(v) + A(v) +v) = A3(v) + A%(v) + A(v) = A3(v) — v,

also A%(v) = v. Damit hat A% den Eigenwert 1 mit Eigenvektor v.



b) Fir das charakteristische Polynom gilt

Pg(\) =det(B —AE3) = —A>+5\% -2\ -8
= —A+1D)A-2)(A—4).

Die Eigenwerte sind also —1, 2 und 4.
Bestimmung der Eigenvektoren:

zum Eigenwert —1:

3 2 3 1 01
B+Es=|1 3 1 |~[010
2 =2 2 0 00
1
Damit ist jedes Element aus span{| 0 |} \ {0} ein Eigenvektor zum Eigenwert —1.
—1
zum Eigenwert 2:
0o 2 3 0 2 3
B-2E;=|1 0 1 ~1 101
2 -2 -1 0 00
2
Damit ist jedes Element aus span{| 3 |} \ {0} ein Eigenvektor zum Eigenwert 2.
-2
zum Eigenwert 4:
2 2 3 10 —4
B-4Es=| 1 -2 1 |~|0 2 -5
2 -2 -3 00 0
8
Damit ist jedes Element aus span{| 5 | } \ {0} ein Eigenvektor zum Eigenwert 4.
2
Aufgabe 3
Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit Skalarprodukt (-,-) und seien vy,..., v,

orthonormale Vektoren, d.h. (v;,v;) = d;; fiir alle 1 < 4,5 < r. Zeigen Sie die Aquivalenz der
folgenden drei Aussagen:

i) v1,...,v, ist eine Basis von V.
ii) Ist v € V, so folgt aus (v,v;) =0 fur alle 1 <14 <r, dass v = 0 ist.

iii) Ist v € V, so gilt: v =>""_; (v, v;)v;.



Losung;:

i) = iii): Sei {v1,...,v,} eine Basis von V. Ist v € V, so gilt v =Y _;_; Ajv;. Aus der Orthonor-

malitéat folgt (v,v;) = A, also v =", (v, v;)v;.

iii) = ii): trivial

ii) = i): Wir ergénzen {vi,...,v,} zu einer Orthonormalbasis {v1,...,v,, w1,...,ws} von V.
Fiir jedes j =1,...,s gilt dann (w;,v;) = 0 fiir alle 1 <14 < r, und aus ii) folgt w; =0,
also s = 0 und V = span{vy,..., v }.

Aufgabe 4

Untersuchen Sie die folgende Matrix auf Diagonalisierbarkeit:

0 -1 1
A=1-3 -2 3
-2 -2 3

Losung:
Fiir das charakteristische Polynom gilt

PaA) = =N+ X+ A—1=-A-1>*\+1).

Also sind 1 und —1 die beiden einzigen Eigenwerte von A.

Bestimmung von Eigenvektoren zum Eigenwert 1:

-1 -1 1 -1 -1 1
A-E3=| -3 -3 3 | ~ 0 0 0
-2 -2 2 0 0 0
1 0
Also sind [ 0 ) und | 1] linear unabhingige Eigenvektoren zum Eigenwert 1.
1 1

Erginzt man diese beiden Vektoren durch einen Eigenvektor zum Eigenwert —1, so erhalt
man ein linear unabhingiges Erzeugendensystem von R3. Also ist A diagonalisierbar.

Aufgabe 5

Fiir a € R sei das reelle lineare Gleichungssystem A,x = b, gegeben durch:

(a—=2)- 2+ (a—=1)-y— (a—1)-z= 0
6-3a)- 24+ (@®>=1)-y+ (a=1)-2= 0
(@ —-a-2)-z+ala—1)-y—ala—1) - z=a—1.

a) Berechnen Sie die Determinante der Koeffizientenmatrix A,.

b) Finden Sie fiir diejenigen «, fiir welche obiges Gleichungssystem eindeutig lésbar ist,
die Losung mittels der Cramerschen Regel.



Losung;:

det(Aq)

a—2 a—1 —(a—1)
= 32— ) (a+1D(a—1) (a—1)
(a—2)(a+1) ala—1) —a(a—1)
1 1 —1
= (a—2)(a—1)*det -3 a+1 1
a+1 o —o
0 0 —1
= (a—2)(a—1)%det | -2 a4+2 1
1 0 —o
_ —(a—2)(a—1)2det(_12 0‘32)

= (a—=2)(a—1)3*(a+2).

Beim dritten Gleichheitszeichen wurde zur ersten und zur zweiten Spalte jeweils die

dritte Spalte addiert.

Die Matrix A, ist also invertierbar fiir alle « € R\ {—2,1,2}.

b) Cramersche Regel: Ist A € K™" invertierbar, A = (aq,...,

ap), so sind die Komponen-

ten der Losung des linearen Gleichungssystems Az = b (mit b € K™) gegeben durch

_ det(ay, ..

.,aj_l,b, Qjt1y--- ,an)

(L‘j—

det A

Um die Losung des gegebenen linearen Gleichungssystems zu berechnen, bendtigen wir
also die folgenden Determinanten:

Dr

0 a—1 —(a—1)
= det 0 (a+1)(a—1) a—1
a—1 ala—1) —a(a—1)
B a—1 —(a—1)
- (a_l)det<(a+1)(a—1) a1 )
= (a—13(a+2).
a—2 0 —(a—1)
= det 32—« 0 a—1
(a—2)(a+1) a—1 —ala—-1)
a—2 —(a—1)
- _<a_1)det<—3(a—2) a—1 )

= 2(a—1)>*(a-2).



0
0

a—1

a—2 a—1
D3 = det —-3(a—-2) (x+1)(a—1)
(a—2)(a+1) ala—1)
a—2 a—1
= (a‘l)det(—g(a—m (a+1)(a—1)>
= (a—1)2(a—2)(a—|—4).

Fir die Komponenten des Lésungsvektors folgt also

Dy (a—1)3(a+2) a—1
= det(An) (a—2)(a—1)2(a+2) a—2
Dy 2(a-1)2*(a+2) 2
27 det(Ay)  (@—2)(a—1)2(a+2) a+2
. Dy (a—12*(a-2)(a+4) a+4
7T det(Ay)  (@—2)(a—12(a+2) a+2
Aufgabe 6
Es sei
3 1 -1 1
1 3 1 -1
A= -1 1 3 1
1 -1 1 3

a) Bestimmen Sie alle Eigenwerte von A und geben Sie eine orthogonale Matrix P an,

dass P! AP Diagonalgestalt hat.

b) Berechnen Sie A* fiir alle k € N.

3

A

o O = |

(4 —\)det (

3—A

0

Losung;:
a) Die Eigenwerte von A sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms P4()\)
det(A — \Ey):
3—A 1 -1 Zs—Z3+7
B 3-XN 1 -1 | Zisz-7
det(A — AE4) = det 1 13-\ 1 = " det
1 -1 1 3-=A
3—-X 2 -1 1 “
Sa2—S2+854 det 1 2—A 1 —1 naéﬁ%;;
B 0 4-X 4-X 0 N
0 0 0 4-2A
3—-Xx 3 -1 Entw.
2B g Nydet | 1 1A 1 | MEA
0 4—- )

(4 — \)* det <3 I A

SO



Die Matrix besitzt also die Eigenwerte A\; = 0 mit algebraischer Vielfachheit 1 und Ay = 4
mit algebraischer Vielfachheit 3.

Als néchstes bestimmen wir die Eigenrdume. Zu berechnen ist Kern(A — \Ey), @ = 1,2.
Wir formen die Matrix A — A1E4 mit Hilfe von Zeilenumformungen um:

3 1 -1 1 g g 3y 0 -8 —4 4
13 1 1| 257z |13 1 1
A —0- I4 o -1 1 3 1 Z3— 73+ 722 0 4 4 0
1 -1 1 3 0 0 4 4
0 01 1 0 0 1 1
Zv—(Z1+2Z3)/4 |1 3 1 —1 L2 Z2=373, 10 -2 1
ST
Zi—Zi/4 01 1 0 Za—Zu—2Z1 01 0 -1
=34 001 1) %% oo 0o o
0 01 1 1 00 1
Zo—Zo+271 1 0 0 1 Zeilen vertauschen 010 -1
01 0 -1 001 1
000 O 00 0 O
1
Nun koénnen wir den Eigenraum ablesen. Es gilt: Kern(A) = span{c;} wobei ¢; = _11
-1
Um den Eigenraum zum Eigenwert 4 zu bestimmen, gehen wir genauso vor:
-1 1 -1 1 1 -1 1 -1
1 -1 1 -1 0O 0 0 O
A=4Ba=1 0 0 0 1|70 0 0 o
1 -1 1 -1 0O 0 0 O
1 1 1
. . . 1 0 0
Wir erhalten als Eigenraum span{cs, ¢, c4} mit co = 0 ,C3 = 1 und ¢4 = 0
0 0 1
Da die Vektoren ¢y, co, c3,cq linear unabhéngig sind, ist C' := (¢1 ¢ c3 ¢4) eine regulédre

Matrix mit C"*AC = D und D € R** ist eine Diagonalmatrix mit den Werten 0,4, 4,4 auf
der Diagonalen. Um eine orthogonale Matrix P mit PTAP = D zu finden, miissen wir ein
Orthonormalsystem p1, p2, p3, p4 aus Eigenvektoren von A gewinnen. Da Eigenvektoren zu
verschiedenen Eigenwerten orthogonal sind, kénnen wir die beiden Eigenrdume unabhéngig
voneinander behandeln. Im Eigenraum zum Eigenwert 0 ist ein Orthonormalsystem gegeben
durch p; := ”2” = %01.

Nun zum Eigenraum zum Eigenwert 4: Wir stellen zunéchst fest, dass die Vektoren ca, ¢34 c¢4
und ¢4 auch eine Basis des Eigenraums bilden und dass die Vektoren co und c3 + ¢4 ortho-

gonal zueinander sind. Wir verwenden das Verfahren von Gram-Schmidt, um aus diesen drei



Vektoren eine Orthonormalbasis zu gewinnen:

1 0
C2 C2 1 1 C3 1 ca 1 0
P - T , o P E =
el ~ V2~ V2 |0 les eall V2 {1
0 1
1 1 0 1
oy i ca— (e \pa — (c \ps = 0 _1 1 _} 0] 1/[-1
4= cq = (C4,P2)P2 — (4, P3)P3 = | 210 1] 2|-1
1 0 1 1
Uy
P4 = = U4
[0l

Nach Konstruktion bilden p2, p3, p4 eine Orthonormalbasis vom Eigenraum zum Eigenwert 4
und eine Matrix P mit PT AP = D ist gegeben durch

1 V2 0 1

1{-1 v2 0 -1
P:(p1p2p3p4):§ L0 V3 -1
-1 0 V2 1

b) Aus PTAP = D folgt unmittelbar A = PDPT = PDP~! und folglich

A* = (pDP Y = PDP 'PDP!...PDP~! = PDFP,

Da D eine Diagonalmatrix ist, folgt

k

00 00 00 0 0 00 00

r |0 4 00| |04 0 o0 1|0 4 0 0] g

D_0040_004’€0_4 0040_4D
00 0 4 0 0 0 4k 00 0 4

also AF = 4k—1ppp-1 = 4k-14,



