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Aufgabe 17:
(a) Behauptung: Die Folge (ay)nen konvergiert gegen a = 2.
Beweis: Sei € > 0 beliebig. Wegen

n

]an—a\: n—+1
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—2’:2
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—1’:2

n—(mn+1)] 2
n+1 Cn+1

fiir n € N gilt |a, — a| < € fiir alle n > ng(e) := 2.
g

(b) Nach Obigem gilt: |a, — a| < ¢ fiir alle n > 2. Also gilt ’f—fl — 2‘ < 10719 ab ng = 2-101°.

Aufgabe 18:

(a) = Sei (an)nen konvergent gegen a € C. Ferner sei ¢ > 0 beliebig vorgelegt. Da a,, — a
(n — 00), existiert ein ng(e), so dass |a, — a| < € fiir alle n > ng(e). Wegen 2k > k und
2k+1 > k fiir alle k € N, gilt erst recht |ag, — a| < € und |agn+1 — a| < € fiir alle n > ng(e).
Dies beweist die Konvergenz von (agp)nen und (agn+1)nen gegen a.

«: Seien (agp)neny und (agn+1)nen konvergent gegen a. Ferner sei € > 0 beliebig vorgelegt.
Da ag, — a und ag,+1 — a (n — o0) existieren ng(e),ni(e) € N derart, dass
lagn, —a| <e Vn >ng(e) bzw. |aon+1 —a| <e Vn >ni(e).

Definiere no(e) := 2 - max {ng(e),n1(e)} + 1.

Behauptung: Fiir alle n > na(e) gilt |an, —al < e.
Beweis: Sei n € N. Wir machen eine Fallunterscheidung;:

e n ist gerade: Es existiert ein k € N mit n = 2k. Ferner gilt
n =2k > no(e) =2 -max{ng(e),n1(e)} + 1 > 2np(e) = k > ny(e)
und damit |ag, — a| = |an, —a| < e.
e 1 ist ungerade: Es existiert ein k € N mit n = 2k 4 1. Ferner gilt
n=2k+1>mn2(e) =2 -max{no(e),ni(e)} +1>2n1(e) + 1 = k > ny(e)
und damit |agks1 — a| = |a, —a| < e.

Dies beweist die Behauptung. Die Behauptung ist liefert a,, — a (n — 00).
O
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(b)

Betrachte die Folge (an)neny = ((—1)")nen. In der Vorlesung wurde gezeigt, dass (an)nen
divergent ist. Allerdings gilt:

lim ag, = lim (=1)*" = lim 1 =1 lim agyi1 = lim (=1)*""' = lim -1 = —1
n—oo n— o0 n— oo n—oo n—oo n—oo
Aufgabe 19:

(a)

Angenommen, (a,)nen ist konvergent gegen a € R. Induktiv sieht man ein: a,, > 0 fiir alle
n € N. Nach Satz 6.3 (3) gilt also a > 0. Ferner gilt:

a= lim ap, = lim apy; = lim v2+4+a, =,/ lim 24a, =,/24 lim a, =vV2+a
n—o0 n—o0 n—o0 n—oo

n—oo

Auflosen nach a liefert:

1 1 1 1
a2:|2+a|aéoa2:2+a<:>a2—a—2:0<:>a€{2%—\/44—2,2—\/4—1—2}

Wegen%—\/i+2:%—%:—1<0mussa:%+ %+2:2gelten.

Behauptung: |a, — 2| < (2 — V/2) (%)nfl

Beweis (Induktion dber n): IA (n = 1): In der Tat gilt oy — 2| = |v2 — 1] (%)0. IS: Sei
n € N beliebig. Fiir dieses n gelte die IV |a,, — 2| < (2 — V/2) (%)n_l. Dann gilt fiir n + 1:

V2 +an+2 (2+a,)—4
a1 —2| = Im—ﬂ—‘(m”)\/ﬁm “VETa 2
n n

an — 2 1
—| =y — 2| TY————
‘\/2+an+2‘ lan ‘]\/2+an+2\
1 (V) 1/ 1\"
< Jan—2/= < (2-V2)= (= = (2-Vv2) (=
< -2y < @-vD3(3) —e-va(5)
Dies beweist die Behauptung.
Wegen ‘%‘ < 1 gilt nach Vorlesung, dass a, := (2 — v/2) (%)n —0 (n— o). Satz 6.3 (1)

zusammen mit der oben bewiesenen Behauptung liefert a, — 2 (n — o).

Angenommen, (b, )nen ist konvergent gegen b € R. Induktiv sieht man ein: b, > 0 fiir alle
n € N. Nach Satz 6.3 (3) gilt also b > 0. Ferner gilt:

b e b -l b i 2T dbe 244D

Auflosen nach b liefert:

2
"Eh=/2

4b+ 30> =2+ 4b = b = 3

[SURIN )

Also ist b = \/g der einzige Kandidat fiir den Grenzwert. Wegen b1 = 1 > b, liegt die
Vermutung, dass (b,,)nen monoton fallend ist, nahe. Sei n € N, es gilt:

2 + 4b,, 2 — 32 2 _p? 2 2 b, >0 2
by —b, — b, = n—33 " <ol pP<iob>"Sh,> />
T T 8, T 4+ 3D, 4+ 3b, — 3 = n=3 "=V3



Also ist (b, )neny monoton fallend, falls b,, > \/g fiir alle n € N.

Behauptung: b, > \/g fiir alle n € N
Beweis (Induktion dber n): IA (n = 1): klar. IS: Sei n € N beliebig. Fiir dieses n gelte die
1V b, > \/g Dann gilt fiir n + 1:

b o 24 4b Polynomdwlslon é . E 1 _ 1 4— 10

T 443, 3 3 4+3b, 3 4+ 3by,
aw) 1 1 1 4 — 3\/> 1 4 — 3\/>
> 3 4 0 =—-|4- = - —-10-

S - EV Y
143,/2) 3 4+3VF 1-3,/2) 3 16 — 95
1-3,/2

10

3

W

Dies beweist die Behauptung.

Nach obigem ist (b,)neny monoton fallend und nach der obigen Behauptung nach unten
beschriankt. Nach einem Satz der Vorlesung ist (b,)nen konvergent. Wie anfangs bereits

festgestellt wurde, ist der Grenzwert b = \/g .

Aufgabe 20:
(a) Es folgt mit den Grenzwertsitzen 6.3:
2 6, 3 _ 4
—4 643 _ 4
lim a, = lim M: lim ~—n* n® _
n—00 n—oo 1 4+ n2 -+ 5n3 n—oo L 1 +5
n3 n

(b) Betrachte die Teilfolgen (agx)ien sowie (agkt1)ken- Es gilt

1 1
li = lim(-1)*+—=—=1lim1+-—=1
kin;o @2k kin;o( )"+ 2k ki>n<>lo + 2k
sowie 1 1
li = lim (-1)%*' 4+ — = lim -1 = 1.
dim ageey = lim (Z1T 4 g = lim —14 o
Nach Aufgabe 18 (a) ist (an)nen divergent.
(c) Sein € N, es gilt:
1., 5 10 10 5 1
an = n*”(lfg) —”(1*(1*E+ﬁ*$ ﬁ*ﬁ))
10 10 5 1
= F—— 4 — — —

n n? nd3 ni

Folglich ist nach den Grenzwertsétzen 6.3 lim,, oo an = 5.

(d) Es gilt fiir alle n € N:

VOrZ +2n+ 143
VoZton+1l—3n = ( mﬂ+2n+1—&0- nrintlaon
VInZ+2n+1+3n

2n+1 241

VOt 2n+ 1430 Jor2 41,3
1

Mit dieser Darstellung und den Grenzwertséitzen 6.3 folgt lim,, o0 @y, = \/§2+3 =3




(e) Es gilt:

n—00 n—o00 n—00 n4 n—oo n4 2 n—o00 2 2n2 - 2

n2
k 1 1 n?(n?+1) 11 1
m ap 1m kz_l A 1m 1m 1m +

(f) Es gilt fiir alle n € N
an = 27+ 37 > /3 =3

2 n
an = 2"+ 31 =371+ <3> < 33/2.

Wegen /2 — 1 (nach Vorlesung), gilt nach Satz 6.3 (4) lim, . a, = 3.

sowie

Aufgabe 21:

(a) Es gilt fiir alle n € N

(14 L) (n® — n?) ™A1+ L) (n® — n?) n8(1 + %)(1 -

1
an = - = = - n
1

M3 4+2)(n® +vn+1)n?2  (n3+42)(n®++vn+1) 3 <1+2(%)3> 5 <1+ /(n)9+(£)10>

sowie
1 1

0< — < —.
—n!l T n
Nach Satz 6.3 (4) ist also lim, e % = 0 und die Grenzwertsitze liefern (mit der obigen
Darstellung) lim, o a,, = 7.

| = VO+16 _ V25 _ 1

(b) Betrachte die Teilfolgen (agk)ken sowie (agg+1)ken. Es gilt ‘3+ = = 1= = 3 und

4
15
damit (nach Vorlesung) limy_, (31“—5‘“)% = 0. Hieraus folgt

. . N 34+4i\%* 1
1m = 11m - = —.
e L Gl 15 2

Ferner gilt

lim aggyq = lim \/(Zk +1)+V2%k+1—-V2k+1
k—o0 k—o0

\/(2k:+1)+\/2k+1+\/2k+1

\/(2k+1)+\/2k+1+\/2k+1
V2k +1 1 1

= lim = lim =-.
k*“\/(2k+1)+\/2k+1+\/2k+1 Y e ==t S

1
3

= lim <\/(2k+1)+\/2k+1—\/2k+1>-

k—o0

Nach Aufgabe 18 (a) folgt: (an)nen konvergiert gegen



(c) Nach der Vorlesung gilt fiir alle a,b € R und alle k£ € N die Formel

k-1

a® — ¥ = (a —b) Z ak=t=mpm, (1)
m=0

Ihre Anwendung auf a = (1 +n), b = n sowie k = 42 liefert

1 42 42 1 4

0 =T T 2
m=
1 41 41 m 1 41 41 m
— dim () S () =i () im0
n—00 n o’ 1+n n—00 n n—00 o 1+n

41 n m
n—oo \ 1 4+n

m=0

=1

(d) Sei n € N. Die Formel liefert fir a = V1+3n4+n9 b= Y1 und k = 10:

3nt+n?
S WA+ 3t p9)0m

V1+3n44+n9—1=V1+3n4+n9- V1=

Folglich ist fiir alle n € N:

ap = n4(1{)/1+3n—4+n—9—1> =nt.
3+ (3)°

Z?nzo kY (1—}—3(%)4_1_ (%)g)m

Die Grenzwertsétze liefern zusammen mit dieser Darstellung lim,, o a, = %.
(e) Es gilt:

no(9i-1 25 i np
lim an:hmM:hm 2j-1] = lim 1—— = lim 1—

J= =1
n—00 n—00 22:1 2k n—oo 2 ZZ:I k n—00 nn+1) n—ooo n-+1

(f) Konvergente Folgen sind, der Vorlesung nach, beschrinkt. Wir zeigen, dass (a,)nen unbe-
schréinkt ist und damit nicht konvergent sein kann. Sei dazu k € N. Es gilt:

(k) =2k -2k —1)-...- (k4+1)-k-...-1>k*

k Faktoren, jeder >k 21

Fiir alle n € N gilt damit:

2
A9p2 = 2n\2/ (27’1,2)' Z 2n\2/ (n2)n2 = o n2n2 =N

Da die natiirlichen Zahlen, laut Vorlesung, nicht nach oben beschriankt sind, ist (an)nen
nicht nach oben beschrénkt.



Aufgabe 22:

Definiere vorbereitend b,, = (1 + %)n fiir alle n € N. Laut Vorlesung gilt lim, . b, = e. Als
konvergente Folge ist (b, )nen beschriankt, es existiert also ein ¢ > 0 mit 1 < b, < c¢ fiir alle
n € N.

(a) Es gilt fiir alle n € N:

Also ist limy, o0 a, = e.

(b) Es gilt fiir alle n € N:

1 k+n
1 \" (1 + an) Dkn
k+n 1 1 1 1
t & t &
Der Zahler konvergiert gegen e, der Nenner gegen 1. Also gilt lim,,_, a, = e.

(c) Die Grenzwertsitze 6.3 sowie die Beispiele 6.5 liefern

li 1 Ly’ = lim 1 !
nl—>H<;lo B % n1—>Hc}o N %
< 1

1\" 1
n—00 n n—r00 n

sowie, wegen 0 < ﬁ <1,

Beachtet man schlielich

. " . 1
llm 1 + —_ = llm ﬁ
n—oo n n—oo (1 + ﬁ)
_ 1 1
lim, oo (L+2)7 €



so folgt, wieder mit den Grenzwertsétzen 6.3:

8
(1-) +@+2) " 0+H™" 1411 142
1 2 2

lim a, = lim
n—oo n—oo

2+ = + @y
(d) Sein > 2. Es gilt:

o () ) ) ()
- ( i1)1 <+n_1)1”—<1i).(1+nil>k":2;§

Der Zéhler konvergiert gegen 1. Der Nenner konvergiert nach Obigem gegen e. Also gilt
limy, 00 an = !

S\H

(e) Es gilt fiir alle n € N:

1\" n?
1§an:(1—|—) <1+ > = /b2 < /e
Wegen {/c — 1 und Satz 6.3 (4) gilt: lim,, o a, = 1.

(f) Wir unterscheiden drei Falle:
e g > 1: Es gilt é < 1 und damit lim,, (é)% = 0. Es folgt:

a®* —a " . 1—a 2 limy, oo 1 — (
lim a, = lim —— = lim =
n—00 n—oo @ +a~"  n—=ool4 a2 limy, 00 1+ (

2n
)

)271

Q==

e ¢ =1: Esgilt fir allen e N
a*—a ™ 0
7:7:0
a*+a ™ 2

und damit lim,,_, a, = 0.

e a < 0: Esgilt a < 1 und damit lim,_. a®>" = 0. Es folgt:

a®—a " Coam—1 _ limy 0 a?v —1
lim a, = lim —— = lim 5 =-1
n—00 n—oo g™ +aq~ " n—oo q" + 1 11mni>ooa n+1
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