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Aufgabe 23:
(a) Fiirn=1ist a, =2 > 0. Fiir n > 1 ist \/n < n bzw. < ﬁ Deshalb gilt:
1 . (=)™ S 1 1 1 1 0
ap = —— > _ =
" n ~n n n n
Die Konvergenz von (a,)nen gegen 0 ist klar wegen ﬁ — 0 und % — 0 fiir n — oo.

—

—1)n
n

(b) Nach dem Leibniz-Kriterium ist die Reihe » -,
konvergent, so wire auch die Reihe

—1)"aq, — (_1)n: l
PRI SIEES OE

n>1 n>1 n>1

konvergent. Wére die Reihe 3+, (—1)"an

konvergent. Aus der Vorlesung ist jedoch bekannt, dass die harmonische Reihe ZnEl%

divergent ist. Also muss die Reihe ) -;(—1)"a, divergieren.

(c) Die Folge (ap)nen ist nicht monoton.

O
Aufgabe 24:
1 ny\n
Sei a,, = % fir alle n € N.

(a) Betrachte die Folge (b,) := (CL"—“> Fiir ihre Teilfolgen (boy,) bzw. (ban41) gilt

an

2
T @nr1? (4l 1+ o= 3

2
L 2
A (2n +1) _ (1+5)**2 Lt . 32n+2
D R B
fiir alle n € N. Wegen lim,, ;o0 b2, = 0 und lim,, s b2,,+1 = oo gilt liminf,, a;:l =0<1

An41
Qn

und limsup,,_, . = 0o > 1. Eine Entscheidung mit dem Quotientenkriterium ist also

nicht moéglich.
(b) Betrachte die Folge (b,) := («"/ |an|>. Fiir ihre Teilfolge (bay,) gilt:

1+% 3
lim by, = lim —25 = =
n—00 n—00 ( 2n 2n) 2
Also gilt limsup,,_,, {/]a,| > 2 > 1. Nach dem Quotientenkriterium folgt die Divergenz
von Y oy ln-
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Aufgabe 25:
Nach Vorlesung gilt Y22 & = e.

(a) Sei n € N. Fiir das n-te Reihenglied gilt:
A S L O
" T Kl — k! Kl k! — 2
0 k n 00 k—n 0 k
Indexshift 1 1 1 Indexshift [ 1 1
=3 (5) =) 26) "= () =)

Der letzte Faktor ist der Reihenwert der (konvergenten) geometrischen Reihe } ;- ¥ mit
0<z=1%<1 Esgilt Y30, 2% = £ = 2. Folglich ist:

1 n—1
lan| < () Vn € N
2
1

Ferner ist >, <, (§)n71 konvergent (wieder eine geometrische Reihe). Nach dem Majoran-
tenkriterium ist also ) -, a, (absolut) konvergent.

(b) Sein € N, n > 2 Fiir das n-te Reihenglied gilt:

1\" X1 1\" &1 1\"

k
k=0 k=0
Binom - 1 " n 1 k i 1 " n! 1 k
= (6) a6
k=0 k=0 k=1 k=1
_ il (1 n! <1>’€) " <1 nl (1)’“)
- 7! T — I\ - ! T n—EN\
= k! (n—Fk)!' \\n = k! (n—Fk)!'\n
k Faktoren
" non—1--(n—k+l1 "1 1 k41
_ Z* L (n—1)---(n—k+1) :Z* L_non on—k+
k! n---n k! n n n
k=2 N——" k=2
k Faktoren
i () ) F (- 0-0) -
= —li—(1=-=)-(1- > (1-(1-=2))=—
k_Qk! n n 2! n 2n
- —_— —m
<1 <1

Bekannt aus der Vorlesung ist, dass die harmonische Reihe Zk21 % divergent ist. Damit ist
auch ), <, ﬁ divergent. Wir haben nachgewiesen:

by, > >0 Vn > 2

1

2n
Nach dem Minorantenkriterium ist also auch ), - b, divergent.

Bereits aus der Vorlesung bekannt ist, dass (ZZ:O %)n N »schneller “ gegen e konvergiert als

((1 + %)n)n N In der Tat ist die Konvergenz wesentlich schneller, in dem Sinne, dass die Resi-

duen (e — Y1_), ey Summierbar bleiben, wihrend die Reihe iiber (e — (1+ %)n)n o divergent
wird.
U



Aufgabe 26:
(a) Sei N € N. Fiir die N-te Partialsumme Sy der Reihe gilt:

N _ N N
n+1l—2)e ™ n+1)e™™ — ne~(+1) e " e~ (nt1)
o= R ey e S S
n=1 n=1 n=1 n=1
Indexshlft Z ;n . NZH B Teleskopsumme } _ 1 . 1
e N+1 Nt
Folglich ist die Reihe konvergent und es gilt: » % =limy_00 SN = %

(b) Sei N € N. Fiir die N-te Partialsumme Sy der Reihe gilt:

Sy = ii@)gmk ZZ<)2’”€ zlk:ii@)?"l‘kik

n=1 k=0 n=1k=0 n=1k=0
N n N n N n
Binom! 1 1 3 3
n=1 n=1 n=0

Der zweite Summand ist die N-te Partialsumme der geometrischen Reihe ) -, z™ mit

O<z= % < 1. Nach der Vorlesung ist der Reihenwert der geometrischen Reihe in diesem
Fall t1- = 4. Also ist die vorliegende Reihe konvergent und es gilt: >20°, ™7 (7) ﬁ =

Impy_ oo Sy = =1+ EZO:O (%)n =3
(c) Sei N € N. Fiir die N-te Partialsumme Sy der Reihe gilt:

Yoo Nl n+1 1 AN TR |
D D [ e D DD
| | | |
e+ e+ D) (n+ )] nl = (nt1)
Indexshift ZN: l _ R i Teleskogsumme 1— 1
N n! n! N (N +1)!
n=1 n=2

Folglich ist die Reihe konvergent und es gilt: > 7 =limy_00 Sy = 1.

n+1)
(d) Sei N € N. Fiir die N-te Partialsumme Sy der Reihe gilt:

N N _ N-1 n
(4:E)n (41,)77, 1 Indexshift 4x
Sy=>) ——2 __—dg. Y ———L =Yy E
N Z At2fa)—t " Z 1+ 2[z)r? z 1+ 22|
n=1 n=1 n=0
Der zweite Faktor ist die (N — 1)-te Partialsumme der geometrischen Reihe ), - y" mit

Yy =7 +2‘ - Nach der Vorlesung ist die geometrische Reihe genau dann konvergent, wenn

ly| < 1 ausfillt. Es gilt:

4|z 1

<le ———<ledjz|<1+2z| <z < =

<le o < 1+2[a] & Ja] <
In diesem Fall betréigt der Reihenwert > ° jy" = ﬁ =1 L = T +;z|rj‘|f|2x). Folglich

1+2]xz|
(4z)" . z(1+2]z|)
gilt dann auch y 7, T2l =4. Tro(e]—21)"

Ist |y| > 1, so ist & # 0. Folglich muss anl (H(;f% divergieren, da ansonsten die

geometrische Reihe ) -, y" mit [y| > 1 konvergent wére.



Aufgabe 27:

(a)

Sei n € N. Es gilt:

‘(1)n<2n>‘ B <2n> (2n)! 2n) T I

n n

(2n —n)n! — (n!)2 (H}Lu’f | J Y]

Indexshift H (n+ J a —|— j . < n)
= | | | | 14— >2"
H i j

Wegen (2") — oo fiir n — oo bildet (an)nen = ((_1)n(2:))n€N keine Nullfolge. Dies
ist aber eine notwendige Bedingung dafiir, dass anl a, konvergiert. Also ist anl Gn,

divergent.

Fiir n € N gilt:

n
n—+1

n2_ n n_ n+1 1 n_ . 1 n+1 . 1 -1
S \n+1 S \n+1 n—+1 - n+1 n—+1

n+1 -1
Wegen <(1 - n%rl) ) — 1 (vgl. Aufgabe 22 (d)) und ((1 - ﬁ) ) — 1 gilt:

1
limsupb, = lim b, = - <1
e

n—o00 n—0o0

2

n
Folglich ist }, ~; (nLH) nach dem Wurzelkriterium (absolut) konvergent.

Fiir 0 <a<1lundallen € Ngilt 0 < {/a <1, 0< "%/a < 1. Deshalb gilt

Va=""/(¥a)"" = "Naa< "Wa-1= "Va

und folglich ist (1— {/a)nen (streng) monoton fallend. Ferner ist lim,,_,o, {/a = 1 (vgl. letzte
Ubung). Nach dem Leibniz-Kriterium ist die alternierende Reihe >, -, (=1)"(1 — <{/a)
konvergent.

Erinnerung (dritte binomische Formel): Fiir alle o, 5 € R und alle n € N gilt:

n—1

o =" =(a =)y am kgt (1)

k=0

Einsetzen von a = 1, § = {/a und umstellen nach a — f liefert:

1—-a 1—a 1
(D"l = Va)|=1—Va= —— P2 o = (l—a) -~
im0 (Vo) ol "
~———
<1
Da die Reihe }_ -, o —(1-a)- Zn>1 - divergent ist, liefert das Minorantenkriterium

zusammen mit der obigen Abschétzung, dass ), -, (—1)" (1 — {/a) nicht absolut konvergent
ist. -



(d)

O

Fiir n € N sei a,, := #@Z_U.Oﬁenbar ist a,, > 0 und es gilt
! 1-3-5---(2n—1 1 1+ 1
bn::a"+1:(n+ iy (2n ):(n+1)- = T
an, n! 1-3:5---(2n+1) 2n+1 24+

Wegen lim sup,, . by = limy,_y00 by, = % folgt mit dem Quotientenkriterium, dass die Reihe

> o>l W (absolut) konvergent ist.

Fiir alle n > 3 gilt

n+4 n+4 n 1
= = > == >
T2 31 nn—3)+1 " n? n_O
—_—
>0

und die harmonische Reihe anl % ist nach der Vorlesung divergent. Folglich ist auch die
Reihe )

n+4 . . . .
n>1 n7any1 divergent nach dem Minorantenkriterium.

Fiir alle n € N gilt

‘<_1)n [n—li-3_n—1i-2” -

und die Reihe Zn21 n% ist konvergent nach Vorlesung. Die Reihe ZnZl(_l)n [7#3 — n%ﬂ}

1 1
n+3 n-+2

(n+2)—(n+3)’ 1 1

T3+ | e Bn+2) w2

ist nach dem Majorantenkriterium folglich auch absolut konvergent.

Aufgabe 28:

(a)

Klar: anl 11% ist konvergent fiir x = 0. Sei also im Folgenden x # 0. Dann ist y :=
22 > 0. Fiir alle n € N gilt:

x2n _ yn _ 1 _ 1
14+a4n  14y2n  yngyn <i>"+yn
Ist y =1, so gilt
a?n 1 11
14 x4 @)"ern CIr 1 2
und folglich — | ;£ | = § fiir alle n € N — bildet (an)nen = (%) \, keine Nullfolge.
ne

Dies ist aber eine notwendige Bedingung dafiir, dass ) _, -, a,, konvergiert. Alsoist > - ap
fiir € {—1, 1} divergent.

Ist y # 1, so ist y < 1 oder % < 1. O.B.d.A. sei y < 1. Dann gilt:

zn 1 R S

= n Yy
e () (3)
y) T y
Weil die geometrische Reihe ) -, y" mit dem Parameter |y| = y < 1 laut Vorlesung

konvergent ist und |a,| < y" fiir alle n € N ausfillt, ist die Reihe > -, a, (absolut)
konvergent nach dem Majorantenkriterium.




(b) Fiir n € N gilt:

Folglich ist
1 1\" 1 1\"
limsupb, <limsup- |1+ — = lim (1+ = :E<1

2

und an1 3% (1 + (_i)n)n nach dem Wurzelkriterium (absolut) konvergent.

(c) Wegen
1

= - Vn € N
n

ist die Reihe }, -, % nicht absolut konvergent (harmonische Reihe!).
Fir N € N sei Sy = EN o " die N-te Partialsumme der Reihe Zn>1 - Die Reihe

n=1
ist genau dann konvergent, wenn die Folge (Sy)nen konvergent ist. Diese ist wiederum,
nach Aufgabe 18 (a), genau dann konvergent, wenn ihre beiden Teilfolgen (San)nen und

(S2n+1)Nen konvergent sind und diese Grenzwerte {ibereinstimmen.

Wir beginnen mit der Teilfolge (Son)ven. Diese ist genau dann konvergent, wenn ihr Real-
teil und ihr Imaginérteil konvergent ist. Fiir N € N gilt:

N .

i i
S = —_— = _
N Zn ot [2n—1+2n

N N N
1 (i)" i" (=" (="
- i ;Qn—l—i—; o~ () Zaon—1 +; m
N N
—1)" _1\n—1
_ Z( ) +i.z( 1)
2n 2n —1
n=1 n=1
=Re(Sn) =Im(Sy)

Also ist Re(Sy) gerade die N-te Partialsumme der Reihe >, ( 2}3 Diese ist nach dem

Leibniz-Kriterium konvergent. Ferner ist Im(Sy) gerade die N-te Partialsumme der Reihe

k 1 k
D k1 (2i =1 %, welche, ebenfalls nach dem Leibniz-Kriterium, konver-
gent ist. Damit hat sich (Sy)nen als konvergent erwiesen.

Ferner gilt:

5 g i2N+1 g (_1)1\7 s
| = 1 = i i- i = 1
Mo 2N+ Ngn v+ 2N +1 Nl—I>noo 2N +1 Ngnoo 2N +1 Ngnoo 2N
N———
=0

Damit ist die Reihe >, o, & " konvergent.



(d)

(2n)!

Fiir n € N sei a,, := Byl Offenbar ist a, > 0 und es gilt
b o Gntl _ (2(n+1))! ~(3n)"n! _ (2n+2)t  nl (3n)™
" an Bn+ 1) (n+ 1)1  (2n)! 2n)!  (n+1)! (B(n+ 1))+l
2n+2)2n+1) (3n)" _2(n+1)@2n+1) 1 (Bn)"
N n+1 (3(n+ 1))+l n+1 3n (3(n+1))ntt

4 1 n \"" 4 1 1 \"*!
= Z.(1+=). — . (1+=). (1=
3 < +2n> <n—|—1) 3 < +2n> < n+1>

Wegen e > 2 und

_ , 4 1y . 1 \"™ 4 2
hyrlrl_>s01<1>pbn :nlgglobn = gnlgrolo (1+ Qn) 111320 (1 leurs 1) =3 < 3 <1
=1 1
folgt mit dem Quotientenkriterium, dass die Reihe ), -, % (absolut) konvergent ist.
Fiir alle n > 16 gilt
‘ (o-2? - (-
n — =
n?+vnt+1 n?+n2 1+ nl+4/1+ %)
(1-— 2.2 1— —2.)2
> et A R
n n in

und die harmonische Reihe Zn21 % ist nach der Vorlesung divergent. Folglich ist auch die

2
Reihe >, +; % divergent nach dem Minorantenkriterium.

Wir zeigen vorbereitend die

Behauptung: Die Folge

ist streng monoton fallend.

Beweis: Sei n > 3 beliebig. Es gilt:
an > any1 & Yn>"Vn+lesn> ("+\1/n+1)n: "V(n+ 1) e n" > (n41)"
() - 05)
S on> =(1+—
n n

Aus der Vorlesung bekannt ist, dass lim,, (1 + %)n = e < 3 gilt und, dass ((1 + %)n)
monoton wachsend ist. Damit folgt

neN

1 n
n23><1+> Vn >3
n

Mit der obigen Aquivalenzkette sicht man die Behauptung ein.
O

Die absolute Konvergenz der Reihe ) -,

v/p— ntl . . . . .
vergenz der Reihe ) -, w Mit der obigen Behauptung sieht man ein, dass die
> ( V- MYt

n

n/~_ n+l . . .
M ist dquivalent zur absoluten Kon-

Reihenglieder (by,)p>3 == ) . positiv sind. Es reicht also, die Konvergenz der



Partialsummenfolge (Sy) = (Zg 3 n= "yndl H”H ) nachzuweisen. Da diese Folge monoton

wachsend ist, reicht es aus ihre Beschrankthelt (nach oben) zu zeigen. Sei dazu N > 3. Es
gilt:

N N N .
D T T I

n=3 n=3 n=3

Indexshlft Z \/> Z \/ﬁ Teleskogsumme @ _ N+\1/N +1 \3/§
n 3 N +1

n n+l/ 77
Also ist die Reihe )", -, w absolut konvergent.

http://www.math.kit.edu/iana3/lehre/hm1phys2013w/


http://www.math.kit.edu/iana3/lehre/hm1phys2013w/

