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Aufgabe 29:
Aus der Vorlesung (Abschnitt 7.10) ist der Satz iiber das Cauchy-Produkt bekannt:

Satz. Sind die Reihen ), ~gcn und ) <qdy absolut konvergent, so ist auch ihr Cauchy-
Produkt ano Y b0 Cn—kdi absolut konvergent und fiir den Reihenwert gilt:

S5 (5) ()

Sei nun |z| < min {p1, p2}. Dann konvergieren beide Reihen > "> ; a,2™ und )7, b, 2" absolut.
Thr Cauchy-Produkt lautet:

> ian_kz"_kbkzk =Y (Z O kbk>

n>0 k=0 n>0

Nach dem oben zitierten Satz konvergiert dieses Cauchy-Produkt absolut und es gilt:

Aus der Vorlesung (Abschnitt 7.14) ist ferner bekannt, dass die Potenzreihe Y, ~q (3 -p_g an—rbr) 2"
fiir alle |z| > p divergiert. Da nach Obigem das Cauchy-Produkt fiir alle |z| < min {p1, p2} kon-

vergiert, muss |z| < p ausfallen. Deshalb gilt min {p1, p2} < p.
|

Aufgabe 30:

(a) Es gilt:

St 1) = T3 = 373 sk Conehirodui (52 ) (5

n>0 n>0 k=0 n>0 k=0 n>0 k>0
Der Konvergenzradius p der geometrischen Reihe ) 7 2™ ist p = 1. Nach Aufgabe 29
konvergiert ), -q(n 4 1)2" fiir |2| < 1 absolut und es gilt Y 4(n +1)2" = ﬁ

Fiir |z] > 1 gilt:
(n+1)z"=(n+1)z]" >n+1 Vn € Ny

Damit ist bildet ((n + 1)2")nen, keine Nullfolge und »_, ~o(n + 1)z" ist divergent.
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(b) Es gilt:

_1 Index-Shift
ann:Z'ZnannCX: i ZZ(”"‘]-)ZTL

n>1 n>1 n>0
Mit Aufgabenteil (a) folgt: 3, o, nz" ist fiir [2| > 1 divergent. Fiir |2| < 1 ist die Reihe
absolut konvergent und fiir den Reihenwert gilt > -, nz" = ﬁ
(c) Fiir |z] > 1 gilt:
[n?2"| = n? 2" > n? Vn eN
Damit bildet (n?2"),en keine Nullfolge und die Reihe D>t n?z" ist divergent.

Aus der Vorlesung ist die folgende Summenformel bekannt:

zn:k: n—l—l QZk—n +nen’ —2<Zk>—n
=0

Damit folgt:

zn2znzzzn< (Zk>_n>_zzz ) (k) — 3

n>1 n>0 n>0 k=0 n>0

Fiir |2| < 1 folgt mit Aufgabe 29 und Aufgabenteil (b), dass >, -, n?z" absolut konvergent
ist und der Reihenwert

no_ > n_ 1 z z

n=0

B z 2 I I+z  2(1+2)
B (1—2)2'<1—z_1>_(1—z)2‘1—z_ (1—2)3

betrégt.
O

Aufgabe 31:

(a) Sei o,k € Ng mit k < a.. Fiir k = 0 gilt per Definition ({) = 1. Fiir den Binomialkoeffizi-
enten () gilt:
AN al _al 1
0) (a—0)10)! o
k—1

<a> _ Hj;o(a—j) _ H;l:_ol(a_]) Umognung H;! 1j _ al
k ! RIS (o = 5) RITZEG (a—RY

was mit dem Binomialkoeffizienten (z) iibereinstimmt.

n<:>:a<::i> ¥n € No (1)

Fiir n = 0 ergibt sich die Identitét direkt aus der Definition. Fiir n = 1 gilt:

Fiir £ > 1 gilt hingegen

(b) Wir zeigen zuerst:

1-1 1-1

”(Z) _ (?) _ Hj_oif;é—j) _ Hj_Oi?_j) :a:a<a;1>




Fiir n > 2, so gilt:

a B [Tooa—35) TZsa—35) T (a—3)
n<n> N " n!  (n—1)! - (n—1)!
Index-Shift H(n D a - (j+1)) B H§161)_1((a -1)-J)  [(a-1
B (n—1)! - (n—1)! _a<n—1)

Dies schliefit den Beweis der Indentitat ab.

Wir fithren nun einen Induktionsbeweis der zu beweisenden Aussage:

IA (n=0): i
()56 0)

=1 =1
IS: Sei n € Ny und fiir dieses n gelte die IV:

(=) () e

Dann gilt firn+1 € N:

B I R ~ TS T

k=0 k=0

B gk@)(mf—k)+§(n+l_k)<n+/‘f—k><z>
ZOQ(ZDQH >:0ﬁ< ><>
g0 23 (R ]

Index-Shift

png

V)

) k
0<“J;<n> "<z>< )

=0
-14p e a+p—1 a—i—B—l
n
Teilt man beide Seiten durch n 4 1, so ergibt sich:

’il(ax 8 )_a+5.<a+ﬂ—l>_<a+ﬁ>
E)J\n+1—-%k) n+1 n  \n+1

k=0

/\ﬁ

Dies schliefit den Beweis der Aussage ab.

Sei « € Ny und k > a, d.h. k —1 > «. Dann gilt:

(a) (e —3) _ (a—a) T2 za(a — )

k ! - ! =0

Fir 0 < k£ < o stimmen (%) nach Teilaufgabe (a) mit den Binomialkoeffizienten iiberein.
Folglich gilt fiir die Partialsummen Sk der Binomialreihe B, (z) mit K > a:

S;<=i(2‘>zk:za:<k>1a kb= (14 2)°

k=0 k=0



Also ist die Reihe B,(z) in der Tat absolut konvergent fiir alle z € C mit Reihenwert
(14 2)~.

(d) Sei a ¢ Ny. Es gilt (aw — j) # 0 fiir alle j € Ny. Es folgt aus der Definition, dass (z) = 0 fiir
alle k € Ny. Wir kénnen also versuchen den Konvergenzradius p von B,(z) mit Hilfe des
Satzes 7.15 (Folgerung aus dem Quotientenkriterium) zu zeigen:

H —J) H (a—j) K a—k
kﬂ k:l T N OkrDl |k 1‘ VheN
+ H ola—17) (o —7) (k+1)! +
Also gilt limg_s o (]Ej:)l) = limy_,oo ‘ 1 ‘ =1 und p = 3 = 1. Nach Abschnitt 7.14 konver-
k

giert B, (z) absolut fiir alle z € C mit |z| < p = 1.

e) Nach Teilaufgabe (c) und (d) haben die Potenzreihen B,(z), Bg(z) und B,.5(z) jeweils
B +8
einen Konvergenzradius p > 1. Nach Aufgabe 29 gilt also fiir alle z € C mit |z| < 1
(Cauchy-Produkt):

E0)E0)-ZE0I0)-=E00)

n=0
U
Aufgabe 32:
(a) Sei (an) = (X j_; #). Fiir alle n € N gilt 1 < a,, < n. Wegen hmn_>C>O ¥n =1 folgt mit der

Formel von Cauchy-Hadamard, dass der Konvergenzradius p = 3 = 1 ist.

Da lim,, o a, = o0 gilt, bildet (a,,) keine Nullfolge. Deshalb dlverglert die Reihe ), -, anz™
fiir |z] = 1. B

(b) Die Reihe hat die Form Zn22 anz™ mit ag, = "D und ag,qq = 0 fiir alle n € N.
Somit gilt:

Ve2n = e falls n gerade,
iw] - Ve { & :

e =1 falls n ungerade.
Ferner ist *"*{/|an+1| = 0 fiir alle n € N. Damit folgt

limsup {/|a,| = e.
n—oo

Nach der Formel von Cauchy-Hadamard ist somit p = e~! der Konvergenzradius von
an? anT".

Fiir z € C mit |z| = e~ ! gilt
’a4nz4n‘ _ 62n(1+(71)2") |Z|4n — dng—in _q Vn € N

Somit ist in diesem Fall (a,,2"),en keine Nullfolge und die Reihe ang anx™ divergent.

(c) Sei a, := (i’ﬁl)g fir alle n > 2. Offenbar gilt a,, > 0 fiir alle n > 2. Wir koénnen daher
versuchen, den Konvergenzradius p der Potenzreihe }_ -, a,2™ mit Hilfe des Satzes 7.15
(Folgerung aus dem Quotientenkriterium) zu bestimmen. Es gilt

2n+1)4+1 (n—1)* 2n+3 (n—1)>
T (n+1-12 2n+1  2n+1 n?

an+1
Gn




= 1. Folglich ist p = % =1

fiir alle n > 2 und folglich lim,,_, “Zjll

Fir x =1 gilt
2n+1 2n 2
n
= > = —
n (n—12 " n%2 n

fiir alle n > 2. Folglich ist die Reihe anz anx™ divergent nach dem Minorantenkriterium.

Wegen
2o+l _2(n-1)+3_ 2 3 2,3 _2nt1)+1
a _= = = —_ —_— = =
" (n—1)2 (n—1)2 n—1 (n—=-12"n n? n? i

fir alle n > 2 und lim,,_yo0o @, = lim,,—seo (721”_‘;)12 = 0 ist die Reihe Zn22 anx™ konvergent

fiir £ = —1 nach dem Leibniz-Kriterium.
O
Aufgabe 33:
(a) Die Reihe hat die Form ano anz" mit ag, = 0 und agyy1 = m fiir alle n € Ny. Folglich

O

ist 0 <a, < % fiir alle n € Ny und die Reihe ano anz™ ist absolut konvergent fiir alle

z € C nach dem Majorantenkriterium (Exponentialreihe ano %T,L ist absolut konvergent
fiir alle z € C).

Die Reihe hat die Form »_, -, a,2z" mit

2m  falls n = m? fiir ein m € N,
a pr—
" 0 sonst.

Folglich gilt:
limsup {/[an| = limsup ™V/|a, 2| = lim sup ™/2m = lim V2 =1
n—00 m—00 m—o0 m—»00

Nach der Formel von Cauchy-Hadamard ist p = % = 1 der Konvergenzradius der Potenz-
reihe ), - an2". Fiir 2 € Cmit |z = 1 ist (Janz"|)neny = (2")nen keine Nullfolge. Deshalb
ist in diesem Fall -, a,2" divergent.

Die Reihe hat die Form ) -, an(z — 20)" mit zp = —3i und a, = % fiir alle n € N. Der
Konvergenzradius p bestimmt sich nach der Formel von Cauchy-Hadamard zu:

1 1
-1 : n . n
o =t Vool = Jn {35 = (i,
Folglich ist die Reihe fiir alle z € C mit |z — 29| < p = 1 absolut konvergent. Fiir z € C mit
|z — 20| = 1ist Y, ~qan(z — 20)" absolut konvergent, da > -, |an(z — 20)"| = >,,>1 %
konvergent ist nach Vorlesung.

Aufgabe 34:

(a)

Nach Aufgabe 21 (f), ist die Folge <\"/n!) N nicht nach oben beschrinkt. Folglich gilt nach
ne
der Formel von Cauchy-Hadamard fiir den Konvergenzradius p der Potenzreihe ano nlz™:

n—00 &)

-1
n 1
p= <limsup \/n!> =—=0

Folglich ist die Potenzreihe nur fiir z = 0 (absolut) konvergent.



(b) Die Reihe hat die Form ), -, an(z — 20)" mit zp = 2i und a, = L fiir alle n € N. Der
Konvergenzradius p bestimmt sich nach der Formel von Cauchy-Hadamard zu:

1
p~t =limsup V/]a,| = lim {/— = lim — =0
n—0o0 n—00 "
Folglich ist die Potenzreihe fiir alle z € C absolut konvergent.

2
(c) Die Reihe hat die Form ano anz" mit agy, = (1 + %)(n ) und agqp41 = G4n+2 = A4pt3 =0
fiir alle n € Ny. Folglich gilt:

/ 1) ™) 1\
limsup /|a,| = limsup *%/|an,| = limsup "t <1 + > = {/ lim <1 + ) = Ve
n—>oop \/m m—>oop ’ 4m‘ m—>oop m m—00 m f

Nach der Formel von Cauchy-Hadamard ist p = -~ der Konvergenzradius der Potenzreihe

e
ano an2".
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