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Aufgabe 35:
(a) Seix € R fest. Ist x = 0, so ist f(x) = 0 fiir alle n € N und deshalb lim,,_, fn(z) = 0. Ist
x # 0, so gilt:
na? nz? na? 1
|fn($)|:‘1+n2x4 :1+n2w4_n2x4:@—>0 (n = o0)

Also ist f, — 0 punktweise fiir n — oo.

Seien nun n € N und x € R fest. Definiere y := nz?. Es gilt:

2

= = =-e2y=1 Yy —2y+1=0(y—-1)"=0y=1
fn(z) T2t 112 2°W +y eyt —2y+ (y—1) Y

D.h. zu e = 1 existiert fiir alle n € N ein z,, = ﬁ mit | fn(2,) — 0] = 3. Dies ist gerade

die Verneinung der Aussage: ,,f, — 0 gleichméfig fiir n — oco* Somit ist die Konvergenz
nicht gleichméBig.

(b) Fiir alle z € R gilt:

Da die geometrische Reihe

konvergent ist und wegen

n 1\
|gn ()| = e HTHE) < o= = ( ) VneN, Vz € R

(Ve)®
ist die Funktionenreihe 0, - gn gleichméfig konvergent nach dem Kriterium (b) fiir gleichméfige
Konvergenz.

(c) Sei zunéchst 0 < a < 1 und z € [a, 1] fest. Dann gilt:
ho(z) = Vn2r — 1 (n — o0)

Also ist h, — 1 punktweise fiir n — oo.

Da fiir alle z € [a, 1] sowie alle n € N
|hn(z) — 1| = v"an—l‘: Vn2r — Vn2a + \/ana—l‘g)\/nn%—\/anCL‘—i—‘\/ana—l‘
<1 n n n
rZ0 \/nn2x—\/nn2a+‘\/nn2a—1‘ < Vn2—\/n2a+’\/n2a—1‘::an
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0

und o, — 0 fiir n — oo, ist die Funktionenfolge h,, gleichméfig konvergent nach dem
Kriterium (a) fiir gleichméfige Konvergenz.

Sei nun a = 0. Fiir z = 0 gilt h,(x) = 0 fiir alle n € N und deshalb lim,,_,~ b, (z) = 0. Fiir
x # 0 gilt, mit der gleichen Rechnung wie oben, lim, o h,(x) = 1. Deshalb konvergiert
(hn)nen gegen h punktweise, wobei h : [0, 1] — R durch

0 fu =0
h(z) = { iir x ,
1 sonst

erklirt ist. Weil h nicht stetig bei 0 ist, kann die Konvergenz nicht gleichméBig sein (Kri-
terium (d) fiir gleichméfBige Konvergenz).

Aufgabe 36:

(a)

Betrachte zunéchst die Funktion F' : R — R, welche durch

Y

F(y) =
(y) T

Vy € R

erklirt ist. Wegen 0 < (1 — |y|)2 =1 — 2|y| + y? fiir alle y € R gilt

1+y2
Yl 1
|F(y)| = 2 < : 2 o
14y 1+y 2

fiir alle y € R. Wegen

712.%'

1 1
1 4+ nbx? 2

1 5
Jr (Al b
Vn ’ vi'z)| < N n
fiir alle n € N und alle € R und da «;, — 0 fiir n — oo, konvergiert f, gleichméfig gegen
0 fiir n — oo nach dem Kriterium (a) fiir gleichméBige Konvergenz.

o)l =

Sei z = 1, dann ist g, (x) = 0 fiir alle n € N und deswegen ist » 2 gn(z) = 0. Ist < 1,
so ist |z| < 1 und die geometrische Reihe » 2™ ist (absolut) konvergent. Deshalb gilt:

oo oo . 1_
%gn(:ﬂ):nz;)x l—2)=01-=x) Zm 1_i—1

Damit konvergiert ano go punktweise gegen die Funktion ¢ : (—1,1] — R, welche durch

0 firz=1,
M@Z{

1 sonst

erklart ist. Weil g nicht stetig bei 1 ist, kann die Konvergenz nicht gleichmiBig sein (Krite-
rium (d) fiir gleichméBige Konvergenz).

Sei zunéichst 0 < @ < 1 und z € [a, 1] fest. Dann gilt fiir alle x € [a, 00) sowie alle n € N:
1 1 1

h = < <
[ ()] 14nx ~ 1+na~ na

= ap

Da «, — 0 fiir n — oo, ist die Funktionenfolge h,, gleichméfiig konvergent gegen die
Nullfuntion nach dem Kriterium (a) fiir gleichméBige Konvergenz.



Sei nun a = 0. Fiir x = 0 gilt h,(z) = 1 fiir alle n € N und deshalb lim,_,« hy,(z) = 1. Fiir
x # 0 gilt:
1

T
Deshalb konvergiert (hy,)nen gegen h punktweise, wobei h : [0,00) — R durch

1 fiir o —
h(:r)—{ ir x = 0,

—0 (n — 00)

0 sonst

erklart ist. Weil h nicht stetig bei 0 ist, kann die Konvergenz nicht gleichméfig sein (Kri-
terium (d) fiir gleichméfige Konvergenz).

Aufgabe 37:

(a) Da f fiir alle z € D\ {1} stetig ist, reicht es f(1) = yo so zu wihlen, dass lim,_,; f(z) = yo
gilt. Fiir alle z € D \ {1} gilt:

1 3 1 3 1 (@2-4)+3
= — 1 — .
J@) = Tt e a1 < +(:1:2—4)> =1 (2—4)
1 22—-1 1 (z—-1D(x+1) x+1
ox—1 (22—-4) =z-1 (22 —4) (22 —4)
Folglich muss yo := lim,_,; f(x) = limy_; (;”27% = —% gewihlt werden.

(b) Seir = % € Qmit p € Zund g € N. Da f fiir alle z € D\ {1} stetig ist, reicht es f(1) = yo so
zu wihlen, dass lim,_,1 f(z) = yo gilt. Wir behandeln zunéichst den Fall r > 0 (< p € Np).
Sei z € D \ {1}. Definiere y := /z. Dann gilt mit der dritten binomischen Formel:

-1 PP 1P —yr (y— 1) éy’“ _ i oy
z—1 y? — 14 19 —yd (y — )Zk 0?/ Zk 03/

fz) =

Folglich muss

_ L _
SP VT YAl p

= li = lim =22
yo := lim f(z) x1—>12q1\<1/5 sl g r
gewihlt werden.
Ist r <0 (& p:= —p € N), so gilt:
1 N _
f()_xr—1_ﬁ—1_ﬁ—l_1 1-y7 1 g1 1 SP04F
.T—x_l_ql,q_l_yq_lq_yﬁ yQ—lq_ yi’ y‘I—lq_ yp Zq:O

Folglich muss auch in diesem Fall

p—1 k p—1
yO—hmf() - ! Zz:oqx :—22:01:]3:7“
NS SR S A

gewihlt werden.



(c) Da f fur alle z € D\ {0} stetig ist, reicht es f(0) = yo so zu wahlen, dass lim,_,o f(z) = yo
gilt. Fiir alle z € D \ {0} gilt:

- 2 sin(x) xzn 0 QnJlr)ln 2n+1 - S, (é;i)l")'xmw
/@) B cos(z) —1 D ((*2711))” 21 D ((2711)) 22n
Index-Shift 2 im0 (;n}r);) g2t B CEED Wl (2n}rll o B _ZSLO 0 (éni)f)'w
. s (( nr;; 22 g2 % 2n+2 " p2n o D (én+)2")'x n
Da die PR Zn>0 ©n +)1),x und Zn>0 @n +)2 21 den gemeinsamen Konvergenzradius p =

oo haben, deﬁmeren sie die Funktionen f; : R — R und f3 : R — R mit

_ - (_1)n n _ . (_1)n n
fi(z) = nz:;] mng und fo(x) = nz:% maﬂ

fiir alle x € R. Nach Satz 8.7 (Stetigkeit von Potenzreihen), sind f; und fs stetig. Folglich
muss
—filz) _ A0)

=2

= lim = lim L = — =
Yo = }:—>Of( z) = i—>0 fa(x) f2(0)

Rl =

gewihlt werden.

g

Aufgabe 38:

(a) Da f fiir alle z € D\ {2} stetig ist, reicht es f(2) = yo so zu wéhlen, dass lim,_,o f(x) =
yo gilt. Da 2 = 2 eine Nullstelle des Polynoms 8 — 22 ist, lisst es sich nach Satz 5.5
(Polynomdivision) durch den Linearfaktor (z — 2) teilen. Wir erhalten:

§— 3= (x—2) (—2? -2z —4)
Damit gilt fiir alle z € D\ {2}:

f() 1 12 1 1 1 12
€T = — = — . . —
2—z 8—g3 r 2—=x 2+ 2x+4

1 x? +2x+4—12 1 1 2%+ 2z — 8
2 2242244 oz 2—x 2242044

Weitere Polynomdivision liefert 22 4+ 2z — 8 = (z — 2) - (z + 4) und folglich
11 2°42-8 1 1 (2-2)(-z-4) 1 (z+4)

Sl—= 8|

f(x):§.2—:c'ac2+2x+4 T 22—z 2242044 oz 22+22+4
Folglich muss yg := lim, 9 f(x) = lim,_,9 —% . 12(_7_;2_ 1= —% gewéhlt werden.

(b) Da f fur alle z € D\ {0} stetig ist, reicht es f(0) = yo so zu wihlen, dass lim,_o f(z) = yo
gilt. Sei x € D\ {0}. Definiere y := —=. Dann gilt mit der dritten binomischen Formel:

B B — vV +y-—v)
fla) = Ix\ \/; Ix\ \/: Vi+y -V —y = N TR
2

_ y(\/1+;+\/1—;):(\/1+;+\/1—;):<\/1+ Iw|+\/1—\/m>

) = 1 gewahlt werden.

\/1+\/E+\/1—\/?

Folglich muss yo := lim,;_,0 f(x) = lim,_ (



(c) Da f fur alle z € D\ {0} stetig ist, reicht es f(0) = yo so zu wahlen, dass lim,_,o f(z) = yo
gilt. Fiir alle z € D \ {0} gilt:

z —z co 1.n oo (=" n o© 1,n oo (=)™ n
€ —€ Zn:()mx _ano ol L Zn 1 _Zn 1 ol T

flz) = . = T — =
sin(z) > o (;n+)1)r$2"+1 T Y a0 2n+1)'$ an
1 +1 —D" o+l (="
Index-Shift 2 n=0 e+ > =0 n+1)'$ B > =0 (n+1)'x +2 00 (G
- ,1 n - —1)n
Tt (2n+)r)ux2" 2o (gn—i-)l)!xzn
1 .

Da die PR >, - (n+1 CESVESE > n>0 (nﬁ),x und 3,5 2n+)1),a?2” den gemeinsamen Konver-

genzradius p = oo haben, definieren sie die Funktlonen fi:R—=R, fo : R > R und
f3 : R — R mit

A =3 s o)=Y S f3<x>:§j((‘mx2“

! ! |
= n+1)! rd (n+1)! — (2n+1)!

fiir alle x € R. Nach Satz 8.7 (Stetigkeit von Potenzreihen), sind fi, fo und f3 stetig.
Folglich muss

=2

.= lim f(z) = lim fi(x) + fo() _ f1(0) + f2(0)
vo= alzaof( ) :1%0 f3($) fS(O)

gewihlt werden.

g

Aufgabe 39:

Ist f(z) =0 fiir alle x € R, so ist nichts zu zeigen. Sei also z¢p € R mit ¢ := |f(zg)| > 0.
Behauptung: es existiert ein N € N derart, dass fiir alle z € R mit |z| > N gilt |f(z)| < e.
Beweis der Behauptung: Angenommen, die Behauptung wire falsch. Dann existiert fiir alle
N € Nein zy € R derart, dass |zn| > N ist, aber |f(zy)| > €. Klar: die Folge (zn)nen ist
nicht beschrénkt. O.B.d.A. ist sie nicht nach oben beschrénkt. Laut Vorlesung (Bemerkung nach
6.10) besitzt sie eine Teilfolge (2 ())ken mit limg o 7y (x) = 00. Wegen der Annahme gilt aber
’f N ))’ > e >0 fiir alle k € N. Also f(zy)) # 0 fiir £ — oo. Dies ist ein Widerspruch zu
hmx_><>O f(z) = 0. Also muss die Annahme verworfen werden und die Behauptung ist bewiesen.
Laut Satz 8.15 existiert ein zps € [—N, N| derart, dass fiir die stetige Funktion g : [-N, N| — R,
die durch g(z) := | f(x)| erkldrt ist, gilt:

g9(x) < g(eam) V€ [-N,N]
Fiir jedes x € [N, N] gilt also |f(x)| < |f(xar)|. Fiir jedes « ¢ [-N, N] gilt aber:

zo€[—N,N]

[f@) <[flxo)l < |f(zm)l
O

Aufgabe 40:
Sei y1 := f(3) und d := y; — yo. Betrachte die stetige Abbildung g : [0,3] — R, die durch
g(z) = f(z) — f(3 + x) erklért ist. Es gilt:

g(O)Zf(O)—f(D:yo—yl:—d 9<;>:f<;>—f(1)=y1—y0:d

Also liegt 0 zwischen ¢(0) = —d und g(%) = d. Nach dem Zwischenwertsatz 8.9 existiert ein
z1 € [0, 3] mit g(z1) = f(z1) — f(3 +21) =0 f(z1) = f(3 + 21). Dies war zu zeigen.
O
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