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Aufgabe 47:

(a) Nach Abschnitt 10.4 der Vorlesung ist log differenzierbar und es gilt log'(z) = 1 fiir alle
x > 0. Es folgt mit der Kettenregel aus Abschnitt 10.3 der Vorlesung:
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log(x)
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== Ve >1
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f'(z) = [logolog]’ (x) = (log’ olog)(x) - log/(z) = xlog(x)

(b) Mit der bereits zitierten Kettenregel gilt [exposin]’ = sin’- (exp’ osin) = cos- (exp osin).
Sei ferner m : R — R definiert durch m(z) = 2z fiir alle x € R. Es folgt wieder mit der
Kettenregel (cosom)’ = (cos’om) - m’ = —2(sinom). Mit der Produktregel (2) aus dem
Abschnitt 10.2 der Vorlesung folgt:

g'(z) = [(cosom) - (exposin)]'(z)
= (cosom)’ (z) - (exposin) (z) + (coso m) (z) - (exposin)’ (z)
= —2sin(22)e"™® + cos(2x) cos(x ) sin(z)

= (cos(2x) cos(z) — 2sin(2z)) Sin(@)

(¢) Nach Abschnitt 10.3 der Vorlesung ist die Abbildung T : (0,00) — R definiert durch
T(z) = ¥z differenzierbar und es gilt T/(z) = 1 —L fiir alle z > 0. Wegen zV* =

? (¥e)
g% — expo(log-T) () fiir alle z > 0, folgt mit der bereits zitierten Ketten- und
Produktregel:
W(z) = lexpo(log - T)' (z) = (exp’o(log-T)) (z) - (log- T)' (x)
= (expo(log-T)) (z)- (log"-T+log-T') (z)
T ST
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Aufgabe 48:

(a) Aus Abschnitt 10.1 der Vorlesung ist bekannt, dass cosh differenzierbar ist und cosh’ = sinh
gilt. Nach Abschnitt 10.3 der Vorlesung ist die Abbildung T : (0,00) — R definiert durch
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(va)®

T(z) = ﬁ differenzierbar und es gilt T'(z) = —1

Kettenregel aus Abschnitt 10.3 der Vorlesung:

fur alle x > 0. Es folgt mit der

f'(x) = (T ocosh) (z)
= (T ocosh) (z) - cosh’(z)
1 1
= | —=————— | - sinh(x)
2 < cosh(ac))3
sinh(x)

N )

2 ( cosh(x))

(b) Aus Abschnitt 10.4 der Vorlesung ist bekannt, dass Artanh differenzierbar ist und Artanh’(z) =
ﬁ fiir alle z € (—1, 1) gilt. Ferner folgt aus Abschnitt 10.1 der Vorlesung, dass die Funkti-
on P : R — R, welche durch P(z) = 1 — 22 definiert ist, differenzierbar ist und P’(z) = —2x
fiir alle z € R gilt. Mit der Produktregel folgt:

¢'(z) = (T - Artanh)’ (z) = (T’ Artanh + T - Artanh’) (z) = 1—2z Artanh(z) Vo e (—1,1)

(c) Sei Py : (—1,1) — R definiert durch Py(z) = 25™(®) = ¢log(®)sin(@) fiir alle 2 € (—1,1) und
Py : (—1,1) — R definiert durch Py(z) = sin(z)® = €!°86=)? figr alle z € (—1,1). Mit den
bereits zitierten Ketten- und Produktregeln folgt, dass 17 und 7> differenzierbar sind und
flir ihre Ableitungen gilt

Y (z) = (exp/o(log-sin)) (z) - (log -sin)’ ()
) (z) - (log’ - sin + log - sin’) (z)

Py (z) = (expo(log-sin)
= (expo(log-sin)

GO (SH;(:”) + log(x) Cos(x)) Ve e (—1,1)

Py/(z) = (expo(logosin-id))' (z) = (exp’o(logosin-id)) (z) - (logosin-id)'(z)
= (expo(logosin-id)) (x) - ((logosin)’ -id +(logosin) - id")(x)
= (expo(logosin-id)) (z) - ((log’ osin-sin’) - id +(log o sin))(z)

x cos(x)

— sin(z)” (

Mit der Produktregel ergibt sich damit:

—i—log(sin(a:))) Ve e (—1,1).

sin(x)

W(z) = [P1-Pof () = Py'(2) Pa(x) + P1(z) P2 ()
250 gin ()" (sm(m) + log(z) cos(z) + xsfx??i:a):) + log(sin(a:))> Ve e (—1,1)

O

Aufgabe 49:
Klar ist: fiir alle z < 0 ist f differenzierbar in x und es gilt f'(x) = 0. Mit den bereits zitierten
Rechenregeln gilt fiir alle z > 0, dass f differenzierbar in x ist und




Bei z = 0 gilt

_ Lo
lim M = lim hze & = lim h%efh%: lim h% - lim efhi2
h—0+ h h—0+ h h—0+ h—0+ h—0+
=0
1
_ h : _
= 0 lime™ =0 lim =0 i on =0
——
L=0
sowie h 0 0_0
lim (h) = 1(0) _ lim —— =0
h—0— h h—0—
s F(h) — (0)
/ o — _
J0) = Jim === =0.
O
Aufgabe 50:

Fiir z > 0 gilt:

1

o] — log(x4)> = 2% sin (6% — 410g(33)>

Ferner gilt mit den bereits zitierten Rechenregeln, dass g differenzierbar in x ist und

g(z) = 2 sin (e

1
/ (1 9 1 ex 4
g (x) x sin (e og(a:)) + x“ cos (e og(x)) ( 2 a:)

= 2zxsin (e% - 4log(a:)) — Cos (e% - 410g(x)> <e% + 43;) .
Fiir x < 0 gilt:
g(z) = 2z%sin (eVll - log(a:4)> = 2 sin (e*% - log(\x]4)) = 2 sin <e*% - 4log(]a:\)>
= a2?sin (6_% - 4log(—x))
Ferner gilt mit den bereits zitierten Rechenregeln, dass g differenzierbar in x ist und
g (z) = 2xsin (e_% — 4log(—x)> + 22 cos (6_% — 4log(—x)) <$26_z — >
= 2zxsin (e_% - 4log(—x)> — cos (6_% - 410g(—m)) (4$ - e_%) .

Bei x = 0 gilt fiir alle h # 0:

=0
=~ 2 : o 4
h?sin (el* — log(h*)
h) — & 1
f(h) = F(0) = ( ) = |h||sin (el’lﬂ —log(h4)>’ <|h| -0 fiirh—0
h h
<1
Folglich ist g bei x = 0 differenzierbar und es gilt:
h) — f(0)
/ — 1 f( —
g(0) ) h 0



Aufgabe 51:

(a)

Die Funktionen f1, f2 : (0,00) — R definiert durch

filz) = log(:c2 +3) und fa(x) = log(x)

sind differenzierbar und es gilt lim, oo f1(z) = limgz o0 fo(x) = oo. Ferner ist fi(x) =
% # 0 fiir alle x > 0. Folglich gilt nach der Regel von I’'Hospital (vgl. Abschnitt 10.11 der
Vorlesung):

1 2 !
lim 70g(33 +3) = lim hi(2) = lim f}(x)
T—y00 Iog(x) z—00 f2($) T—y00 fQ(x)
2z 2
= lim z21+ =2 lim 2 lim = =2
g—oo = x—>oox2—|—3 x—>ool_|_f2
_,_/

=1
Die Funktionen f1, fo : R — R definiert durch
fi(z) =1+ cos(mz) und fo(z) =2 — 22+ 1

sind differenzierbar und es gilt lim,_; fi(z) = limgz_; fo(z) = 0. Ferner ist fi(z) =
—msin(mz) und fi(x) = 2z — 2 fiir alle z € R. Insbesondere ist fi(x) # 0 fiir alle x # 1.
Folglich gilt nach der Regel von I’'Hospital (vgl. Abschnitt 10.11 der Vorlesung):

1 +cos(mz) lim fiz) . file) . —m sin(mrz)

z1—>rnl 22 -2z 4+1 asl fz(x) z—1 fé(x) z—1  2x — 2

Nun sind die Funktionen f1, f5 : R — R differenzierbar, es gilt lim,_,1 f1(z) = lim, 1 fi(x) =
0 sowie f]'(z) = —n% cos(mx) und fY(x) = 2 # 0 fiir alle z € R. Folglich kann die Regel von
I’Hospital erneut angewandt werden und es folgt:

fi(x) @) o —rPcos(ra)

li = lim =1 = lim ———\" O

—sin(mx)

Sei z > 1. Dann ist sin auf [\/z, vz + 1] stetig und auf (v/z,v/z + 1) differenzierbar. Nach
dem Mittelwert der Differentialrechnung (MWS) (vgl. Abschnitt 10.7 der Vorlesung) exis-

tiert dann ein &, € (/x,v/z + 1) mit
sin(vz) —sin(vVz +1) = — (sin(vz +1) —sin(v/z)) = — cos(&) (Ve + 1 — x)

= —cos(&y) <M> = — cos(&,) <1>
VItl+yz VIt+l+z
und folglich

|sin(v/z) — sin(vVz + 1

— 0 fir x — oo.

“_C"Sfm"ﬁ+f‘—2f

Deswegen gilt

lim (sin(vz) —sin(vVz+1)) =0

T—00



Aufgabe 52:
(a) Die Funktionen f1, fo : R — R definiert durch

fi(x) = sin(sin(x))

und fol)=2z—m
= 0. Ferner ist f{(z) =

sind differenzierbar und es gilt lim, . f1(z) = lim,_,; fa(x)
1 # 0 fur alle x € R. Folglich gilt nach der Regel von

cos(sin(z)) cos(xz) und f5(z)
I’Hospital (vgl. Abschnitt 10.11 der Vorlesung)

. sin(sin(z)) fi(z) filz) . cos(sin(z))cos(z)
= e I e 1 =1

Die Funktionen f1, fo : (=%
fi(z) = log(cos(3x))

&1 6) — R definiert durch
fa(x) = log(cos(2z))

und
= 0. Ferner ist f{(z) =

sind differenzierbar und es gilt lim, o fi(x) = limgz_o fa(z)
%@Sﬁp) = —3tan(3z) und fi(z) = 7020551{12(55) = —2tan(2z) fiir alle x € (—%, §). Fir
alle z # 0 gilt f5(z) # 0. Folglich gilt nach der Regel von I'Hospital (vgl. Abschnitt 10.11
der Vorlesung):
, J—
lim log(cos(3z)) — lim fi(z) — lim fi(x) — lim 3tan(3x) _3 i tan(3z)
z—0log(cos(2z)) 2-0 fo(z) =0 fi(x) 220 —2tan(2z) 2 2-0 tan(2z)
Nun sind die Funktionen g1, g2 : (—§, §) — R definiert durch
g1(x) = tan(3x) und g2(x) = tan(2x)
= 3(1 + tan?(37))

differenzierbar und es gilt lim,_, g1 (z) = lim$_>0 g2(z) = 0. Ferner ist ¢} (z)
und g5(x) = 2(1 + tan(2z)) fiir alle € (—F, §). Fiir alle 2 # 0 gilt g5(x) # 0. Folglich gilt
nach der Regel von I"'Hospital (vgl. Abschnitt 10.11 der Vorlesung):
3(1+tan*(3z)) 3

T2

tan(3z) _ .. g1(z) g(x) _ .
im = lim = lim = lim 3
-0 tan(2x)  2—0 go(z) 20 gh(x)  2—02(1 4 tan?(2z))
Es ergibt sich insgesamt:
lim log(cos(3z)) _9
-0 log(cos(2z)) 4

Sei z > 1. Dann ist log auf [z, 1+ /1 + 22] stetig und auf (x,1+ /1 4 2?) differenzierbar
Nach dem Mittelwert der Differentialrechnung (MWS) (vgl. Abschnitt 10.7 der Vorlesung)

existiert dann ein &, € (z,1+ /1 + 22) mit:
(log<1+\/1+x> log(x ) = g (1—1—\/1—1—7—35):?(14_\/1_‘_332_\/?)
- £ e
e VI Ve

r<& <14 V14 a2

Ferner ist
T

1 T
= < wegen

1+ 5 +1



und damit ist lim, . E% =1 als Folgerung aus dem Einschniirungssatz. Deshalb ist

. . 1
lim <log (1 +vV1+ 9:2) — log($)> = lim € (1 + NN \/ﬁ)

.oz . 1
- (xlggo &:) . (xlgrolo (1 - V1F 2?2 +\/:72))
= 1.
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