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Aufgabe 53:
(a) Die Funktion f ist stetig. Das Intervall I := [0, 10] ist beschriankt und abgeschlossen. Nach

Satz 8.15 der Vorlesung nimmt f auf I Maximum und Minimum an. Seien etwa x,,, xps € I
mit

fam) < (@) < flzn)  Vael
Nach Definition 10.5 der Vorlesung sind x,, und x; lokale Extrema.

Seien I := (0, 3), I := (3,10). Fiir alle z € I; gilt:

f@) = —6a+(z—3+22"=" 62+ B-2+2)2?=—62+(5—2)>=—62+2°—10x+25
= 22 —162+25

Fiir alle z € I gilt:

flx) = _6$+(‘$_3|+2)2m;3_61’+($—3+2)2:—61‘4—(1‘—1)2:—61‘—1—1'2—2134-1

= 2> —8r+1
Mit diesen Darstellungen ist klar, dass f auf I; und I differenzierbar ist und
fl(x)=22—-16 Vzel sowie f'(z) =2z -8 Vrel.

Sei zg € {xm,xrp}. Ist zg € I1 U I, so gilt nach Satz 10.6, dass f'(xg) = 0 ist. Fiir alle
r € I gilt:

fl(z)=0 & 92— 16 =0 o = 8 " falsch
Fiir alle € I gilt hingegen:

f(x)=0 & 22-8=0&<x=4

Es gilt ferner:

f(0) = —6-0+((3—0)+2)?2=5>=25

f(3) —6-34+((3-3)+2)?=-18422=-12
f(4) —6-4+((4-3)+2)?=-244+9=-15
f(10) = —6-10+((10—-3)+2)>=—-60+81 =21

Wegen 2o € I = {0,3,10} U I; U I folgt:

Tm =4, f(xy) =—15=min{f(z) : x € I} zyp =0, fxy) =25 =max{f(z): x €I}
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(b) Definiere hilfsweise die Funktion g : R — R durch

O

n

9(@) =3 (@ - ar)?

k=1
fir alle z € R. Klar: g ist differenzierbar und es gilt

n

J(z) = ZQ(x—ak) =2 (Zm— Zam> :2nx—22ak =2n (:L’— ;ZWC)
k=1 m=1 k=1

k=1 k=1

fiir alle x € R. Insbesondere ist

>0 firz >3 a
gx)q=0 firz=21%70 a;.
<0 firz< ISP a

Nach Abschnitt 10.8 der Vorlesung ist g auf (—oo, + 3"} ; aj] monoton fallend und auf

[ 31 ak, 00) monoton wachsend. Das bedeutet: Ist z < L 3™ | ay, soist g(z) > g(L Y4, ar);
istz > 157 ay,soist g(2 30, ax) < g(2). Fiiralle z € R gilt also g(z) > g(L S0 ax).
Angenommen, es gibt ein b € R mit b # 237 a), und g(b) = g(£ Y} ax). O.B.d.A.

ist b > %Zzzl ar. Nach dem Mittelwertsatz aus Abschnitt 10.7 der Vorlesung, existiert

ein £ € (234, ag,b) mit ¢'(€) = 0. Nach obiger Rechnung ist aber 1 3"}, a; die einzige
Nullstelle von ¢’.

Also muss die Annahme verworfen werden und a = %2221 ay, ist die gesuchte eindeutige
Stelle des globalen Minimums von g.

Aufgabe 54:

(a) Die Funktion f ist stetig. Das Intervall I := [—3, 2] ist beschrénkt und abgeschlossen. Nach

Satz 8.15 der Vorlesung nimmt f auf I Maximum und Minimum an. Seien etwa x,,, xas € I
mit
flam) < f(x) < f(aa) Vx e l.

Nach Definition 10.5 der Vorlesung sind x,, und x; lokale Extrema.
Sei I := (—3,2). Es ist klar, dass f auf I differenzierbar ist und

f(z) =42 — 8z Vz e l.

Sei g € {xm,xpn}. Ist 29 € I, so gilt nach Satz 10.6, dass f'(zo) = 0 ist. Fiir alle z € I
gilt:

f’(m):0<:>4x3—830:0(:)90:0\/4962—8:0@36:0\/902:2<i>x6{0,—\@,\@}
Es gilt ferner:

)t —4. (=32 +2=81-4-9+2=47
f(*f?) = f(\f?) :(\@)4—4-(\@)2%:4*4-2”:*2
2

~~
—~
|
w
~—
Il
—~

= 22 _4.224+9=2



Wegen zg € I = {—3,2} UT folgt:

T € {_\@’ \@}, f(xm)=-2=min{f(z): z €I} v = =3, flzm) =47 = max {f(z) :

Gelte O.B.d.A. a1 < az < -+ < agmy1. Selen fiir j € {1,...,2m} die Intervalle I; :=
laj,aj1] und I; = (aj, aj41) definiert. Hilfsweise sei die Funktion g : R — R durch

2m—+1

g@) = Jo - a

k=1

fiir alle z € R erklédrt. Klar: g ist stetig. Ferner gilt fiir jedes j € {1,...,2m} und jedes
T € Ij:

2m—+1 7 2m-+1 7 2m—+1
g(x) = Z |z — ax| = Z r  —ag|+ Z x ,  —ag| = Z(m—ak)—i- Z (ar—x)
k=1 k=1 zajzak k:j+1 Saj+1 Sak k=1 ki]-{—l
Folglich ist g auf jedem I ; differenzierbar und es gilt
7 2m—+1 .
. . ) <0 firj<m
g@)=>1- > 1=j—(@m+1)=(G+1)+1) =2~ 2m+1) o
k=1 k=j >0 firj>m
= —j+1
fiir alle z € I] Wir definieren noch Iy := (—o0,a1], Iy = (—o00,a1) sowie Igpi1 =

[a2m+1,00), Tom+1 = (@2m+1,00). Wie oben sieht man ein, dass g auf Iy und Iy, dif-
ferenzierbar ist und

J(x)=—2m+1) <0vz € I sowie g(x) =2m+1>0Vz € Iopmsy

gilt. Mit Abschnitt 10.8 der Vorlesung ergibt sich, dass g auf den Intervallen Iy, ..., I,
streng monoton fallend ist und auf den Intervallen I,;,41,..., Io;my1 streng monoton wach-
send ist. Insbesondere ist g(a1) > g(a2) > -+ > g(am+1) und g(am+1) < glamye) < -+ <
g(az2m+1)-

Sei nun & < @pm41. Dann ist @ € [; fiir ein j € {0,...,m}. O.B.d.A. ist j maximal, also
x ¢ Ijy1. Insbesondere ist = # aj41, also ¢ < aj;1. Mit der strengen Monotonie und der
Ungleichungskette von Oben folgt dann:

9(x) > g(aj+1) > g(am+1)

Sei nun & > ap41. Dannist x € [; fiirein j € {m +1,...,2m + 1}. O.B.d.A. ist j minimal,
also x ¢ I;_1. Insbesondere ist « # a;, also > a;. Mit der strengen Monotonie und der
Ungleichungskette von Oben folgt dann:

9(x) > g(a;) = g(am+1)
Insgesamt gilt fiir alle x € R mit & # a;m+1
9(@) > g(am+1)

und damit ist a = a,,+1 die gesuchte eindeutige Stelle des globalen Minimums von g.

xel}



Zur Bearbeitung der nichsten zwei Aufgaben bendtigen wir noch das folgende

Lemma. Sei (xy)ren, eine Folge, z* € R und C > 0. Es gelte
o — 2| < C - |zg—1 — :c*|2

fir alle k € N. Dann gilt

1
2 — | < 5 (C - Jag — 2"

fiir alle k € N.
Beweis (Induktion iiber k):

e [A (k =1): Es gilt nach Voraussetzung:

1
|2y —2*] < c.|x0—x*|2=5.02\x0—x*|2= (Czo — z*])?
= 2 (Clao— )

Q-

e IS: Sei k € N beliebig. Fiir dieses k gelte (IV):

2 — 27| < &5 (€ [ "))

Ql ~

Dann gilt fiir £ + 1:

Iv) 1 2
o — 2t < Crlzp—atf < C'(C<c-|xox*|>‘2k)>

(C o — 2*))*?) =

1 1
c o (€ fmo =)&)
g

Aufgabe 55:
(a) Klar: f ist differenzierbar und insbesondere stetig. Es gilt:

1 1 1
1) = el 1=2-1<Z-1=-2-<0
f=1) = e e T2 2
f(O) = &2=1>0
Nach dem Zwischenwertsatz aus dem Abschnitt 8.9 der Vorlesung existiert ein z* € [—1, 0]

mit f(z*) = 0. Ferner gilt:
fllz)=e"+1>0 VzeR

Damit ist f nach Abschnitt 10.8 der Vorlesung streng monoton wachsend und damit injek-
tiv. Also ist * die einzige Nullstelle von f.

(b) Nach dem Satz iiber die Konvergenz des Newton-Verfahrens aus dem Abschnitt 10.9 der
Vorlesung muss Folgendes sichergestellt sein:

e Fiir den Startwert xg muss xzg > x* gelten. Tatséchlich ist * < 0 < zg nach Teilauf-
gabe (a).
e f/(x*) > 0. Tatséichlich ist sogar f/(z) > 0 fiir alle € R nach Teilaufgabe (a).



e [/ ist auf [2*, 2] monoton wachsend. Tatsiichlich ist f'(z) = e” + 1 fiir alle x € R und
damit ist f’ auf ganz R streng monoton wachsend.

Damit ist das Newton-Verfahren mit dem Startwert xo > 0 tatsdchlich konvergent. Fiir
k € Ny ist der Schritt des Newton-Verfahrens durch

Tl = Th — fai)
f'(xg)
gegeben. Man berechnet daher:
rog = 0
! 0 f'(zo) el +1 2
flz) 1 ei-t 1 53—
o = X1 — 7 :—7—17:—74_1
f'(@1) 2 ez41 2 L+

1+7ﬁ’—1_\/§—2—1—\/§ 31
2 1+ve 20 ++e) 2 144/

(¢) Aus Abschnitt 10.9 der Vorlesung ist iiber die Konvergenzgeschwindigkeit des Newton-
Verfahrens Folgendes bekannt:

|2r1 — 2| < Clagyr — xk

fiir alle £ € Ny. Dabei ist C' = maXsc e aq)lf (z)l. Ferner ist aus dem gleichen Abschnitt

2 minze[z*,zo] ‘f/(fl‘)‘

bekannt, dass * < xp41 < xy fiir alle & € Ny gilt. Wir schétzen die Ausdriicke deshalb wie
folgt ab:

max [f’(z)] < max [e"]=e"=1

z€[z*,x0] z€[—1,0]
min _|f'(z)] > min \eﬂc—i—l\:’e(_l)—i—l‘:l—i—1>1—i—1:é
x€[z*,x0] T ze[-1,0] e -3 3
"
C = ma?{xe[w*,xo} |f /(ZB)’ < § < } :é
2m1nz€[m*,xo] |f (aj)‘ 8 2
|Thp1 — x| = Tk —2pp S a) — 27 = |3) — T
. N 1 1 ~
v — 2% = x1—=x §—§—(—1):§:C’

Damit erhalten wir die Abschéitzung
|21 — 2%| < Clagsr — il < Clay — 27

fiir alle k € Np. Setzen wir yj, := x4 fiir alle k& € Ny und wenden das obige Lemma auf
(Yk)keny, C und z* an, so erhalten wir

|2 — 2| < é (é\yo _x*|)(2k) _ i (C’\xl —x*|>(2k) < i <é2>(2k)

" 1\ 2
_ ge2t-r_ (2
2

fiir alle £ € N. Damit gilt fiir alle k& > 4:

lye — |



| » 1 2k—1< 1 24—1_ 1 15_ 1 § 1 g
Th— =15 =\3 ~\2/) T 32768 S 10000

Also werden hochstens vier Iterationsschritte bendtigt, um eine (absolute) Genauigkeit von
10~ zu erreichen.

O
Aufgabe 56:
(a) Klar: g ist differenzierbar und insbesondere stetig. Es gilt:
3 3\* 3\ 3 27 9 3 27-18—-12—-8 11
g — = — — — _ = — 1 = — = = — - — 1 = = 0
2 2 2 2 8 4 2 8 8
g(2) = 2°-22-2-1=8-4-2-1=1>0

Nach dem Zwischenwertsatz aus dem Abschnitt 8.9 der Vorlesung existiert ein z* € [%, 2]
mit g(z*) = 0. Ferner gilt fiir alle z € R:

G R (GO
(3 ) ()6

1 <0 fﬁr—%<x<1
= 3($—1)-<:r—|—3> =0 fﬁrme{—%,l}
>0 fiir33>1\/x<—%

g'(x)

Damit ist g nach Abschnitt 10.8 der Vorlesung auf (—oo, —%] streng monoton wachsend, auf
[—%, 1] streng monoton fallend und auf [1, 00) wieder streng monoton wachsend. Deshalb
ist * die einzige Nullstelle von ¢ in [1,00). Fiir < —% gilt mit der Monotonie

@e<g(-L) = (LYY (Y (Yoo 111
I =9\"3) = 3 3 3 T 97 973
—1-349-27 22

= 57 57 < V-

Genauso gilt fiir —% <z<l1

1 22
< —_— = —— .
g(l’)_g( 3> 57 <0

Damit hat g auf (—oo, 1] keine Nullstellen und somit ist «* die einzige Nullstelle von g.

(b) Nach dem Satz iiber die Konvergenz des Newton-Verfahrens aus dem Abschnitt 10.9 der
Vorlesung muss Folgendes sichergestellt sein:

e Fiir den Startwert xzg muss xzg > x* gelten. Tatséchlich ist * < 2 < zg nach Teilauf-
gabe (a).
e ¢'(x*) > 0. Tatséchlich ist sogar ¢'(z) > 0 fiir alle z > 1 nach Teilaufgabe (a).

e ¢ ist auf [z*,x9] monoton wachsend. Tatsichlich ist ¢’ differenzierbar und es gilt
g"(x) =3 (x4 5) +3(z— 1) = 6z — 2 fiir alle 2 € R. Also ist ¢”(z) > 0 fiir alle z > %
und damit ist ¢’ sogar auf [%, oo) streng monoton wachsend.



Damit ist das Newton-Verfahren mit dem Startwert zog > 2 tatséichlich konvergent. Fiir
k € Ny ist der Schritt des Newton-Verfahrens durch

oy = Tp g(w)
g (k)
gegeben. Man berechnet daher:
ro = 2
g(xo) 1 1 13
T = xp— =2- =2——-=—
! *7 ¢/(x0) 32-1)(2+1) 77

Aus Abschnitt 10.9 der Vorlesung ist iiber die Konvergenzgeschwindigkeit des Newton-
Verfahrens Folgendes bekannt:

g1 — 27| < Claggr — ]

fir alle £ € Ny. Dabei ist C' = ;n ;TITEE[T*;‘%O]WQ/((?:))'“ Ferner ist aus dem gleichen Abschnitt
z€[xz*,xg

bekannt, dass z* < xpy1 <z fiir alle k£ € Ny gilt. Wir schétzen die Ausdriicke deshalb wie
folgt ab:

max |g"(:z)| < max |[6z—2=12-2=10
z€[z* 0] z€[3,2]
3 9 11
min ‘g’(x)| > min |[(z—-1)Bz+1)| = <1> (+1> = —
zElz*,mo] z€[3,2] 2 2 4
1
C = ma?(me[a:*,aco] |g /(IL‘)| < @ <92 = C,
2m1nx€[az*,xo} ‘g (x)‘ 11
[Tkt — x| =k — T S — 2 = |z — 27
| | = L1383 _2%6-21 5
S e SV RV

Damit erhalten wir die Abschéitzung
|wp1 — | < Claggr —ax)? < Clag — 2

fiir alle k£ € Np. Setzen wir yy := xpy fiir alle £ € Ng und wenden das obige Lemma auf
(Yk)keNy, C und z* an, so erhalten wir

\ R e N1 N@) 15\
=o' = o=l < 5 (Cl-al) = 2 (Gl =) < 5 (3)

fiir alle £ € N. Damit gilt fiir alle k > 6:

15\ 15\
jon — 2" < 5 <7> <3 <7> ~ 0,000011 < 10™*

Also werden hochstens sechs Iterationsschritte bendtigt, um eine (absolute) Genauigkeit
von 10~* zu erreichen.



Aufgabe 57:

(a) Gesucht ist eine Potenzreihe ) anz™ mit Konvergenzradius p > 0 und

1 = .
2_725 anT Ve eR:|z| <p.
¢ —2x+1 =

Multiplizieren mit dem Nenner der linken Seite liefert die dquivalente Aussage:

oo oo )

1 = (Z ana:"”) -2 <Z anx”H) + (Z anx”>
n=0 n=0 n=0
] oo oo )

Inde);Shlft (Z an_2xn> _9 <Z an_1$n> + (Z anxn>
n=0

n=2 n=1

oo [e.e] o0
= (Z angm”) -2 (aom + Z anlx”> + (ao + a1z + Z anx”>

n=2 n=2

oo
= ap + (a1 — 2a9)x + Z(an_g —2ap-1 + ap)z" VeeR:|z|<p
n=2
Sowohl die linke als die rechte Seite dieser Gleichung ist ein Funktionswert einer durch eine
Potenzreihe definierten Funktion. Beide Reihen haben mindestens den Konvergenzradius
p > 0. Wir diirfen also den Identitétssatz fiir Potenzreihen aus dem Abschnitt 10.17 der
Vorlesung verwenden (Koeffizientenvergleich) und schliefien:

ap=1, a1 —2a0=0, Yn>2:ap 9—2an_1+a, =0

Berechnen der ersten Werte liefert:

ag = 1

ar = 2a90=2

a = 2a1—ap=4—1=3
a3 = 2a9—a1=6—2=4
ag = 2a3—a3=8—-—3=05H

Das legt die Vermutung a, = n + 1 fiir alle n € Ny nahe. Wir beweisen dies durch
vollstdndige Induktion iiber n:

IA (n =0): klar
1S: Sei n € Ny beliebig. Fiir dieses n gelte die IV a,, = n+ 1. Dann gilt fiir n+ 1 Folgendes:
Ist n=0,s0ist apt1 =a1 =2=(n+1)+ 1. Ist n > 1, so gilt:

v
st = 2n —an1 P24+ 1) —(n—1+1)=n+2=(n+1)+1

Dies schliefit den Beweis der Vermutung ab. Als Letztes miissen wir nur sicherstellen, dass
die gefundene Potenzreihe tatsdchlich einen positiven Konvergenzradius hat. Die Formel
von Cauchy-Hadamard (siehe Abschnitt 7.14 der Vorlesung) liefert sofort:

1 1
P= limsup,,_,. V/|an] C limpeo YR+ 1

Fiir alle z € R mit |z| < 1 gilt also:

1>0

o0

! Z(n +1)z"

2 _9ri1
T 20+ 1 o



(b) Die Funktion g ist beliebig oft differenzierbar. Wir berechnen die ersten fiinf Ableitungen.
Fiir alle z € (—1, 00) gilt:

g(@) = log(l+a)

@) =
9(2)(95) = —(1_&33)2
9(3) (x) = a —fx)3
Wy — __ 0
g (.’ﬁ) - _(1+$)4
@) = o

Das Taylor-Polynom 7 ég ist laut Abschnitt 10.14 der Vorlesung durch

fiir alle z € (—1, 00) gegeben.
Sei nun = > 0. Nach dem Satz von Taylor gibt es ein £ € (0, x) derart, dass

(5) 5
4 98 5 1
gilt. Wegen 0 < a +§)5 < 1 folgt wie gefordert:
1 25
0 < g(x) ~ Tig(e) < o
O
Aufgabe 58:

(a) Gesucht ist eine Potenzreihe anz™ mit Konvergenzradius p > 0 und

n€eNg

1 > n
ﬁzzan(xjtl) VeeR:|jz+ 1| <p.
4 +2x —3 =

Multiplizieren mit dem Nenner der linken Seite liefert die dquivalente Aussage:

1 = <ian(a}—l—1)”> (1‘2—1—21‘_3) = <i an(x—i—l)") ((x+1)2_ 1 —3)
n=0 —
= (i an(zr + 1)”) (z +1)? (Z an(x +1 ”+2> -4 (i an(xr + 1)")
n=0 n=0
Index-Shift (i an—o(x + 1)") —4 (ao +a(z+1)+ Z an(x+1) )
n=2

oo
— —dag —4a1(z + 1)+ Y (an-2 —4dap)(z+1)" Ve eR:|z+1[<p
n=2



Sowohl die linke als die rechte Seite dieser Gleichung ist ein Funktionswert einer durch eine
Potenzreihe definierten Funktion. Beide Reihen haben mindestens den Konvergenzradius
p > 0. Wir diirfen also den Identitdtssatz fiir Potenzreihen aus dem Abschnitt 10.17 der
Vorlesung verwenden (Koeffizientenvergleich) und schliefien:

—4ag =1, —4a1 =0, VYn>2:a,_9—4a, =0

Damit ergibt sich induktiv:

1
ayg = —Z
ay = 0
1 1\" 1\"1 1\
a2n = Za2("_1) == (4> ap = — (4> 1- <4>
1 1\"
Ggntl = J0(n-p41 = = | 7 ) @1 = 0

Als Letztes miissen wir nur sicherstellen, dass die gefundene Potenzreihe tatséchlich einen
positiven Konvergenzradius hat. Die Formel von Cauchy-Hadamard (siehe Abschnitt 7.14
der Vorlesung) liefert sofort:

! ! ! 2>0
p = N = = =
limsup,,_, o V/|an]

2n/1 1
Fiir alle x € R mit |z 4+ 1| < 2 gilt also:

lim,, 0 %/ ()™

limy, o0 11

o0

1 11 ,
RS TR DOF TG

n=0

Die Funktion g ist beliebig oft differenzierbar. Wir berechnen die ersten drei Ableitungen.
Fiir alle z € (—1, 00) gilt:

o) = -
gz = e—u(lfx)g
9O (@) = —e_x—(lfxyl

Das Taylor-Polynom T7%g ist laut Abschnitt 10.14 der Vorlesung durch
2

10



fiir alle x € (—1, 00) gegeben.

Sei nun z € [0, 1]. Nach dem Satz von Taylor gibt es ein £ zwischen x und % derart, dass

o110 =55 (=) =~ (e ) (+-3)

gilt. Wegen 0 < £ und damit

‘ ‘_%_ 1f@

folgt mit C' := 6 wie gefordert

j9(a) =T, <

fir alle z € [0, 1].
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