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Aufgabe 59:
Wir halten zunéchst fest, dass jeder angegebene Integrand auf dem jeweiligen abgeschlossenen
Integrationsintervall stetig ist und die Integrale deswegen definiert sind.

(a) Nach Abschnitt 11.3 der Vorlesung (Linearitét des Integrals in den Integrationsgrenzen)

gilt:
2 1 2 1 2
/ |t—1\dt:/ |t—1|dt—|—/ \t—1|dt:/ (1—t)dt—|—/(t—1)dt
—92 —2 1 -2 1

Nach Abschnitt 11.5 der Vorlesung (Integrale iiber Polynome) gilt:

1 2 t2 t=1 t2 t=2
/(1—t)dt+/(t—1)dt:[t—] +[—t] =5
—2 1 2 t=—2 2 t=1

(b) Wihle a = 1, b = 4, f(t) = m fiir alle t € I := [a,b] sowie @« = 1, § = 2 und

o(t) = t? fiir alle t € J = [, B]. Klar: ¢ € CH(J), ¢/(t) = 2t0 fiir alle t € J. Nach der
Substitutionsregel aus dem Abschnitt 11.7 der Vorlesung gilt:

4 1 b ¢~ (b) ) [ 2s L [* 1
/1 ﬁ(l_ﬂ)dt:/a f(t)dt:/(ﬁ_l(a) F(6(s)é (s)dS—/l S(1+S)ds—2/l s

Weitere Substitution z = 1 + s liefert:

2 3
1 1
2/ ds:2/ —dz
1 1+8 2 X

Nach Abschnitt 11.5 der Vorlesung ist schlieflich:

3
) /2 ~dz = 2 log(x)]2=5 = 2(log(3) ~ log(2)) = 2log @

(c) Wihle u(t) = —3 cos(2t) sowie v(t) = $¢? fiir alle ¢ € I := [0, 3]. Klar: u,0 € C'(I) und
u'(t) = sin(2¢) fiir alle ¢ € I. Es gilt nach der Regel der partiellen Integration aus Abschnitt

11.6 der Vorlesung:

2 1 . 2 / - =5 /
/ §t2 sin(2t)dt = /0 o' (t)v(t)dt = [u(t)v(t)],_§ /0 u(t)v'(t)dt

0
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Auf das verbleibende Integral wird wieder die Regel der partiellen Integration angewendet.
Es folgt:

jus
2

31 1 [2
—/ 1-281n(2t)dt:—2/ sin(2t)dt

0 0 0

3 1.
/0 < cos(2t) dt = [t- 5 sm(2t)}

=u(t) =v/(t)

Eine Stammfunktion zu t + sin(2¢t) ist ¢ — —2 cos(2t). Nach dem Hauptsatz aus dem
Abschnitt 11.4 der Vorlesung gilt daher:

=1

2 1 2
/ sin(2t)dt = — { cos(2t)] =1
0 2 t=0
Daher gilt:
21 9 . |
~t?sin(2t)dt = — — -
/0 ol sin@0)dt =35 -7

Als Erstes wird s = v/t, d.h. t = s? substituiert. Es folgt d¢ = 2sds und wegen t € [1,4] ist
€ [1,2]. Es ergibt sich:

/14 arctan (ﬁ) dt = /12 25 - arctan (Vs — 1) ds

Nun wird # = /s — 1, d.h. s = 22 + 1 substituiert. Es folgt ds = 2xdz und wegen s € [1, 2]
ist = € [0, 1]. Damit:

2 1
/ 2s - arctan (Vs — 1) ds = / 2(z% 4 1) - 22 - arctan(z)dx
1 0

Dieses Integral konnen wir weiter mit der Regel der partiellen Integration bearbeiten, dabei
sei u(z) = 2* + 222 bzw. v(x) = arctan(z) fiir alle z € [0, 1]:

1 1
/ 4(x3 + z) -arctan(z)dz = [(x4 + 22?) arctan(x)]xié - / (z* + 22?) sdz
" (z) (z) N ’ L
1,4 2) 2 1—-1 1 1 2\2 1
- 37T_/$+$7L dx:37r—/ %dx
4 0 1 + 332 4 0 1 + 1172
3 T !
= = ——dr— [ 1+4+2%
47r + /0 1+ a2 x /0 + z7dx
_ 1 515! 4
= %r + [arctan(z)]"Z) — [az + 3963] . =T 3
U
Aufgabe 60:

Wir halten zunéchst fest, dass jeder angegebene Integrand auf dem jeweiligen abgeschlossenen
Integrationsintervall stetig ist und die Integrale deswegen definiert sind.

(a) Aus Abschnitt 9.2 der Vorlesung ist bekannt, dass 7Z genau die Nullstellenmenge vom

sin ist. Mit dem Zwischenwertsatz aus Abschnitt 8.9 der Vorlesung folgt: sin(¢) > 0 fiir
alle t € [(k — 1)m, kn] oder sin(t) < 0 fir alle ¢t € [(k — 1), kn]. Im ersten Fall gilt
nach Abschnitt 11.3 der Vorlesung f(iil)w sin(t)dt > 0 und damit f(IZ:I)W |sin(¢)|dt =



f(lzﬂ_l)ﬂ sin(t)dt = ’f{ff_l)ﬂ sin(t)dt). Entsprechend gilt im zweiten Fall f(’zr_l)ﬂ sin(¢)dt < 0

und damit f(lzr_l)w |sin(¢)| dt = f(lzﬂ_l)ﬂ —sin(t)dt = —f(’zr_l)ﬂ sin(t)dt = ‘f(lzr_l)w sin(t)dt|.

Da — cos eine Stammfunktion von sin ist, folgt mit den Eigenschaften des cos aus Ab-
schnitt 9.2 der Vorlesung:

/( ::)ﬂ sin(t)] dt = /( ::)ﬂ sin(t)dt
= =0F = ()ED] = |—)F + (1 =2

= |~ feosI =1y

Betrachte die Substitution s = log(t), d.h. t = €®. Dann ist dt = e®ds und wegen t € [1, €]
ist s € [0,1]. Es folgt:

e 1 1 es 1 1
/1 t(1+log(t))dt:/0 es(1+s)d5:/0 i+

Eine Stammfunktion des letzten Integranden ist s — log(1 + s). Nach dem Hauptsatz aus
dem Abschnitt 11.4 der Vorlesung gilt daher:

1 1 o
/0 i+ S)dS = [log(1 + )]5=; = log(2) — log(1) = log(2)

Wir wenden die Regel der partiellen Integration mit u(f) = ¢ und v(¢) = arcsin(¢) fiir
telo, g] an und erhalten:

4S

V2 g 1

2 1= V2
arcsin(¢t)dt = / 1 -arcsin(t)dt = [tarcsin(t)],_°> — / t- dt¢
)" aesna = [ U A
=u =v(t

2
2 2 =2t
— £ . i + / ? 7dt
2 4 0 2V1-—1¢?
Eine Stammfunktion des letzten Integranden ist ¢ — /1 — 2. Damit folgt mit dem Haupt-
satz aus dem Abschnitt 11.4 der Vorlesung:
3

N

2 2 2 2
/Qarcsin(t)dt:\[-ﬂ—k[M} 2:ﬁ+£_1
0 2 1 1=0 8§ 2

Zunichst beachten wir, dass nach den Additionstheoremen aus Abschnitt 7.12 der Vorlesung

sinft) = sin (5 + 5 ) = 2in (5 ) cos (5

fiir alle ¢t € R. Da weder ¢ — sin(t) cos(t) noch ¢ — sin (%) cos (§) Nullstellen im Intervall

[Z,25] haben, gilt fiir alle ¢ € [, 2]:

1 B cos? (%) + sin? (%) . COS2<%> . 1+ tan? (%)
sin(t)  2sin (L) cos (%) B 2siﬂ(%) "~ 2tan (1)
COS(%)



Es bietet sich daher die Substitution s = tan (%), d.h ¢ = 2arctan(s) an. Dann ist dt =
—2_ds und wegen t € [K 2—”] ist s € [1, \f] Es folgt:

T+s 273
T ZT#I—i—tanQ(%) V31 4 g2 2
x Sin(t)dt ~ J:  2tan (1) dt = 2s 1 —l—s2d8
2 2 2 !
V3 q log(3
s= g
= / 7d8 = [log( )]sz\/g = 2( )
1
O
Aufgabe 61:

Wir halten zunéchst fest, dass jeder angegebene Integrand auf dem jeweiligen abgeschlossenen
Integrationsintervall stetig ist und die Integrale deswegen definiert sind.

(a)

Betrachte die Substitution s = 14 2¢, d.h. ¢ = *5=. Dann ist dt = E und wegen t € [0, 1]

ist s € [1,3]. Es folgt:
1 1 /3
/ (1+2t)3dt = / s3ds
0 2 1

Eine Stammfunktion des letzten Integranden ist s +— %34. Damit folgt mit dem Hauptsatz
aus dem Abschnitt 11.4 der Vorlesung:

1 /3 1 -3 81-1
/ s3ds = = [54] 5_3 = =10
2 1 8 s=1 8

Wir wenden die Regel der partiellen Integration mit u(t) = % und v(t) = log(t) fiir t € [1, €]
an und erhalten:

e t2 t=e et2 1 62 1 e
t log(t)dt = | =log(t L= 2t
/1v3§,(_2 [2 Og()} L2t 2 2/1

=u’ (t) —v (t) t=1
Eine Stammfunktion des letzten Integranden ist ¢t — %t2
aus dem Abschnitt 11.4 der Vorlesung:

e 2 1 2 1
/ tlog(t)dt = 5 — 7 [2]2y = T+
1

. Damit folgt mit dem Hauptsatz

2 4[ 4

Scharfes Hinsehen liefert, dass ¢t +— u(t) := ——= eine Stammfunktion von t — u'(t) =

V1+t?
ﬁ ist. Daher bietet es sich an, die Regel der Partiellen Integration mit u(t) wie oben
14+2)2
und v(t) = ¢? fiir alle ¢ € [1,2] anzuwenden:

2 3 2 "
e

1 (1412)2 1 (1422 >~ V142 \/1+t2

~——— =v(t)
u!(t)=
1 2t

— - —+42 —dt
V2 V5 1 V1412
Ein weiteres scharfes Hinsehen liefert, dass t +— V1 + 2 eine Stammfunktion des letzten
Integranden ist. Damit folgt:

/Q(tgdt:\/i—MJrQ[mT:Q:ﬂ—Merf—Q\f M—B\—f
1

1 —i—tZ)% 2 t=1 2 2



(d) Mit der Definition von cosh und sinh ergibt sich:

log(7 log(7
gQ( ) 1 32( ) 1
103 sinh(t) cosh(t) = log(3) el—e”!  elte” d
2 2 2 T2
log(7 log(7
32( ) A y g2( ) 4 Ny
N lg@ (' —e7") - (e' +e7) o Jlose 2t — o2t

Es bietet sich daher die Substitution s = %, d.h. t = % an. Dann ist dt = %Sds und
wegen t € [1°g2(3), %} ist s € [3,7]. Es folgt:

log(7)
2

4 11 L | 7 2
— At = 2/ = ds =2 ds= | ————d
log(2) et — =2 /3 s s—% ° /3 217 /3 (s—1)(s+1) y

N /7 o ds = [log(s — 1) — log(s + 1)J:7} = [log (S -
T fys—1 sa10 T POBY BT le=s = 8\ 511

) ) o)

g

Aufgabe 62:

Wir halten zunéchst fest, dass jeder angegebene Integrand auf dem jeweiligen abgeschlossenen
Integrationsintervall stetig ist und die Integrale deswegen definiert sind.

a) Scharfes Hinsehen liefert, dass ¢t — —1+/9 — 4¢2 eine Stammfunktion von t — ——— ist.
1

V9—4¢?
Damit folgt mit dem Hauptsatz aus dem Abschnitt 11.4 der Vorlesung:
t=1
/1tdt__ Vo4l 3 V5 _3-W5
0o VO—42 4 | 4 4 4

(b) Wir wenden die Regel der partiellen Integration mit u(t) = sin(¢) und v(t) =t fir t € [1, ]
an und erhalten:

4 t== 4 I

t -cos(t)dt = [tsin(t _4—/ 1-sin(t)dt = — - — — sin(¢)dt

/0—\6‘% rsin)=f — [T 1sinoar =G = [Tang)
=v =/ (t

Eine Stammfunktion des letzten Integranden ist ¢ — — cos(t). Damit folgt mit dem Haupt-
satz aus dem Abschnitt 11.4 der Vorlesung:

™

[ teostonae = 5 5+ feonto] VAr+4) -8
0

8

V2
Y2 1=
2

(c) Mit der Linearitét des Integrals (sieche Abschnitt 11.3 der Vorlesung) gilt:

N

1 1
5t (t—1)+1 /z /2 1
et = dt= [ —/T—tdt + dt
/0 vi—t o Vit 0 o VIt



Eine Stammfunktion von ¢ — —/T — tist ¢ — 2(1— t) . Eine Stammfunktion von ¢ — 117 ,
ist t — —2+4/1 — t. Damit folgt mit dem Hauptsatz aus dem Abschnitt 11.4 der Vorlesung:

/0%—\/17—tdt+/0; dt = g[u—t)%}

1
v1—t

3v2 3 6 6 6 6
 8-5V2
- 6

(d) Betrachte die Substitution s = ef, d.h. t = log(s). Dann ist dt = d?s und wegen t €

[—@, %] ist s € [\/3,\/5] Es folgt:

/1"%(3) ¢ +3 /ﬁs+3 L, /Vg L, +3/\/§ L
———dt = - —ds= ——ds ————ds

_log(3) €2 41 1 0s24+1 s 1 1482 1 os(s241)

2 V3 V3 V3

Laut Abschnitt 11.5 der Vorlesung ist s — arctan(s) eine Stammfunktion von s —
Ferner gilt

_1
1452
1 1 s

s(s24+1) s s2+1

fiir alle s # 0. Eine Stammfunktion von s — %7 ist durch s — %log (1 + 32) gegeben. Es
folgt damit:

/1 1 T 52 ——ds + 3 /1 mds = arctan + 310g( ) — 5 log(]_ + s ):|
V3 V3

s s=V3
= t 1
[arcan )+3 og( 1+52>L:1
' /3
T w V3 1
= —___ 1 — 1 -1 -
3 6+3<0g<2> og<2>>
T 3
= g+§log(3)
O
Aufgabe 63:

Wir halten zunéchst fest, dass jeder angegebene Integrand auf dem jeweiligen abgeschlossenen
Integrationsintervall stetig ist und die Integrale deswegen definiert sind.

(a) Mit den Additionstheoremen aus Abschnitt 7.12 der Vorlesung folgt

s 1 (3 1 /5
/2 sin(t) cos(t)dt = 5 /2 2sin(t) cos(t)dt = B /2 sin(2t)dt
0 0

0

Eine Stammfunktion von ¢ — sin(2t) ist durch ¢ — —1 cos(2t) gegeben. Es folgt damit:

1 (2 1 t=7
= sin(2t)dt = —— [cos(2t)],_§ = — = =
2 Jo 4



(b) Scharfes Hinsehen zeigt, dass ¢t — /5 + 2t* eine Stammfunktion von ¢ \/% ist. Damit
folgt mit dem Hauptsatz aus dem Abschnitt 11.4 der Vorlesung:

/14t3 dt = [\/5+2t4] :;:\77—\/5
0 -

t
5+ 2t4 t=

V311 V3 q 1
/ -dt:/ R Y
1 t2 14142 L t2 142

Laut Abschnitt 11.5 der Vorlesung ist ¢ ~— arctan(t) eine Stammfunktion von ¢ > 7 th
1 1

und ¢ — —7 eine Stammfunktion von ¢ +— . Damit folgt mit dem Hauptsatz aus dem

Abschnitt 11.4 der Vorlesung:

V3 1 1 t=v3 T V3 m 3—-V3 «
/1 ﬂ—wdt:—[t—l—arctan(ﬂ] :1+*—7—*: —

i 4 3 3 3 12

(c) Es gilt:

(d) Scharfes Hinsehen offenbart, dass ¢ — —% cos (etQ) eine Stammfunktion von ¢ — te!” sin (etz)

ist. Das legt die Regel von der partiellen Integration mit u(t) = —3 cos (etQ) und v(t) = et
fiir alle t € [0, 1] nahe. Man erhélt:

1 1
/ tthz sin (et2> dt = / tet2 sin (etz) . et2 dt
1 t=1 1
= —= [cos (etQ) eﬂ + / tet2 cos (etQ) dt
2 t=0 0

1
2
Integranden ist. Damit folgt mit dem Hauptsatz aus dem Abschnitt 11.4 der Vorlesung:

1 t=1 1 1 t=1
—— [cos (etQ) etQ] + / tet2 cos <et2> dt = = [Sin (etZ) — et2 cos (et2>}
2 t=0 0 2 t=0

= % (sin(e) — ecos(e) — sin(1) + cos(1))

Weiteres scharfes Hinsehen zeigt, dass t — = sin (et2) eine Stammfunktion des letzten

g

Aufgabe 64:
Wir halten zunéchst fest, dass in beiden Aufgabenteilen, f stiickweise stetig auf [—a, a] ist, und
daher alle vorkommenden Integrale erklart sind.

(a) Nach Abschnitt 11.3 der Vorlesung (Linearitéit des Integrals in den Integrationsgrenzen)
gilt:

a 0 a
fmdr= | f(t)dt+/0 F(t)dt

Wir substituieren im ersten Integral nun s = —t, d.h. t = —s. Es folgt dt = —ds und
—a = t(a) sowie 0 = t(0). Damit folgt:

a 0 a 0 a
fwa =) f(t)dt+/0 f(t)dt:/ —f(—s)ds—ir/o F(H)dt
fggade a s a _ a
or /0 fs)d +/0 F(t)de 2/0 F()dt



(b) Nach Abschnitt 11.3 der Vorlesung (Linearitidt des Integrals in den Integrationsgrenzen)
gilt:

a 0 a
L mar= | @+ /0 F()dt

Wir substituieren im ersten Integral nun s = —t, d.h. t = —s. Es folgt dt = —ds und
—a = t(a) sowie 0 = t(0). Damit folgt:

a 0 a 0 a
Cme = f(t)dt+/0 f(t)dt:/ —f(—s)ds+/0 F(#)dt
[ ungerade ai $)ds @ _ @ . _
ge /0 £(s)ds + /0 f(t)at /0 £(t) — F(t)dt =0
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