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Aufgabe 65:

(a)

Es handelt sich bei der Differentialgleichung um eine Differentialgleichung mit getrennten
Verénderlichen. In der Notation des Satzes 12.4, sei I = R, f = sin und g = exp. Wegen
up = —log(3) bietet es sich an, J = J = R zu wihlen (das grofite Intervall, welches ug
enthilt und auf dem g das Vorzeichen von g(ug) = % > 0 hat). Eine Stammfunktion von
f ist F = — cos. Eine Stammfunktion von % auf J ist durch G : J — G(J) = (—00,0) mit
u — —e~" gegeben. Die Umkehrfunktion G~1 : (—00,0) — R von G ist durch ¢ — log(%;)
gegeben.

Der Satz aus Abschnitt 12.4 der Vorlesung liefert die folgende Aussage: Die Funktion w :
I — R mit

u(t) = GH(F(t) — F(to) + G(uo))
fiir alle ¢ € T ist die eindeutige Losung des Anfangswertproblems auf I. In unserem Fall ist
also

) =198 =) =% (25

fiir alle ¢ € I. Dabei ist das Intervall I das groBte Teilintervall von I mit ¢ty € I und

—cos(t) —2=F(t) — F(to) + G(up) € G(J) = R~
fiir alle t € I. D.h. [ = {t € R: —2 — cos(t) < 0} = R.
Weil T = I =R, ist u die maximale Losung.

Es handelt sich bei der Differentialgleichung um eine lineare Differentialgleichung erster
Ordnung. In der Notation des Satzes 12.3 sei ¢ : R — R mit ¢t — 2t und b : R — R mit

t —t. Es gilt
¢ t B
A(t) := / a(s)ds = / 2sds = [SQ]z:g = ¢
to 0 o
sowie . . .
1 5= 1
/ e Ap(s)ds = / se ¥ ds = |- =— (1 - e_t2>
to 0 2 s=0 2

fiir alle ¢t € R. Nach dem Satz aus Abschnitt 12.3 der Vorlesung ist v : R — R mit

! 1, e 2 2 1
_ A(t) A(¢) —A(s) _ ¢ e I N
u(t) = upe™ 4 ¢ /to e b(s)ds = 5¢ + 5 (1 e ) =e 5

fiir alle t € R die maximale Losung des Anfangswertproblems.
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Aufgabe 66:

(a)

Es handelt sich bei der Differentialgleichung um eine Differentialgleichung mit getrennten
Verinderlichen. In der Notation des Satzes 12.4, sei I = R, f : R = R mit ¢ — te™?, und
g : R — R mit u — u?. Wegen ug = 1 bietet es sich an, J = J = R zu wihlen (das grofite
Intervall, welches ug enthélt und auf dem g das Vorzeichen von g(ug) = 1 > 0 hat). Eine
Stammfunktion von f ist gegeben durch

F(t) = tt f(s)ds = /Ot se” °ds

t
P e T et = st - D = 1 (e
fiir alle t € I. Eine Stammfunktion von % auf .J ist durch G : J — G(J) = R~ mit u — -1
gegeben. Die Umkehrfunktion G=! : R= — RT von G ist durch G71(t) = —% gegeben.

Der Satz aus Abschnitt 12.4 der Vorlesung liefert die folgende Aussage: Die Funktion u :
I — R mit
u(t) = GTHE(t) — F(ty) + G(up))
fiir alle t € I ist die eindeutige Losung des Anfangswertproblems auf . In unserem Fall ist
also
1 el

t:— =
L e N P s T

fiir alle ¢ € I. Dabei ist das Intervall I das gréBte Teilintervall von I, mit ¢y € I und

1+t

. F(t) — F(to) + G(up) € G(J) =R~

firallet€ I. D.h. I = {t e R: -1 <0} = (—1,00).
Es bleibt zu untersuchen, ob u : I — R die maximale Losung ist. Wegen

et

lim u(t) =

lim = o0,
t——1+ t——1+1+4¢

lasst sich u nicht stetig (geschweige denn differenzierbar) weiter nach links fortsetzen. In
der Tat ist also u die maximale Losung des gegebenen Anfangswertproblems.

Es handelt sich bei der Differentialgleichung um eine lineare homogene Differentialgleichung

erster Ordnung. In der Notation des Satzes 12.3 sei a : R — R mit ¢t — ¢ + ﬁ Es gilt

t t 2 1, =
A(t) := /to a(s)ds = /0 s+ mds = |38 + 2arctan(s) - =5 + 2arctan(t)
fiir alle ¢t € R. Nach dem Satz aus Abschnitt 12.3 der Vorlesung ist u : R — R mit

u(t) _ ’LL()GA(t) _ 6§+2 arctan(t)

fiir alle t € R die maximale Losung des Anfangswertproblems.



Aufgabe 67:

(a) Es handelt sich bei der Differentialgleichung um eine Differentialgleichung mit getrennten
Verénderlichen. In der Notation des Satzes 12.4, sei I = R, f : I — R mit ¢ — — 2
und g : R\ {0} — R mit u — 5. Wegen ug = /2 bietet es sich an, J = J = RT
zu wihlen (das grofite Intervall, welches wug enthilt und auf dem g das Vorzeichen von
g(ug) = % > 0 hat). Eine Stammfunktion von f ist gegeben durch F(t) = —g fiir alle
t € I. Eine Stammfunktion von % auf .J ist durch G : J — G(J) = Rt mit u — “{ gegeben.
Die Umkehrfunktion G : Rt — R* von G ist durch G=1(t) = /4t fiir alle t € RT
gegeben.

Der Satz aus Abschnitt 12.4 der Vorlesung liefert die folgende Aussage: Die Funktion w :
I — R mit
u(t) = GH(F(t) — F(to) + G(uo))

fiir alle ¢t € I ist die eindeutige Losung des Anfangswertproblems auf I. In unserem Fall ist

also
13 4
t)=¢[4( L - —+4)=Vv2y/1--83
u(t) \/<3 3+> V2 2

fiir alle t € I. Dabei ist das Intervall I das groBte Teilintervall von I, mit ¢y € I und

t3 8
- g = F(t) —F(to) —|—G(U0) € G(J) =R"
firalle t € . D [ = {t €R: 1= 4 >0f = (o0, V3).
Es bleibt zu untersuchen, ob u : I — R die maximale Losung ist. Wegen
t3
lim w(t)= lim 1——=0
t— 3— t— 3— 3

und da 0 nicht im Definitionsbereich von ¢ liegt, ldsst sich w nicht weiter nach rechts
fortsetzen. In der Tat ist also v die maximale Losung des gegebenen Anfangswertproblems.

(b) Es handelt sich bei der Differentialgleichung um eine lineare Differentialgleichung erster
Ordnung. In der Notation des Satzes 12.3 sei ¢ : R — R mit ¢ — —% und b: R — R mit

+2
t # Es gilt

t t 4 o—
A(t) := / a(s)ds = —/ . +8 5ds = =2 [log(1 + 82)]8:2 = —2log(1+t%) = log (
to 0 S

=

sowie

t A t —1og<;) s t sy S t
/e )p(s)ds = /e (1+52)2 2d5:/ (14 s7) 2ds:/ s+ s3ds
to 0 1+S 0 1+S 0
[32 84]s=t B 2 4

7_.|_7

2 4., 2 4
fiir alle t € R. Nach dem Satz aus Abschnitt 12.3 der Vorlesung ist v : R — R mit
t 1+ ﬁ + ﬁ
_ A(t At —A _ 2 4
u(t)—uoe ()+€ ()/toe (S)b(S)dS— W

fiir alle t € R die maximale Losung des Anfangswertproblems.



Aufgabe 68:
Wir halten zunéchst fest: Ist w : I — R mit u(t) # 0 fiir alle ¢ € I eine Losung des Anfangs-
wertproblems

1+t sjed 4
r_ _ e
u = 52(1) + u(t) Vit eI, to = 0,u(ty) = ug = +

so ist w : I — R mit w(t) = u?(¢) eine Losung des Anfangswertproblems

w'(t) = 3u? () (t) = (14+8)+3u3(t) = (1+)+3w(t) Vi€,  to=0,w(ty) = wy = uy = 5t
Ist Umgekehrt w : I — R mit w(t) # 0 fur alle ¢t € I eine Losung des Anfangswertproblems

34
w(t)=(1+1t)+3wt) Vel tozo,w(to):wozug:%+§,

so ist w: I — R mit u(t) = {/w(t) eine Losung des Anfangswertproblems

;W) () F3uB) 1+t ) -
Yo R “ge@ e el to= 0utte) uo = {/ & + 2.

In diesem Sinne sind diese Anfangswertprobleme dquivalent. Insbesondere lassen sich maximale
Losungen, die nie verschwinden, des einen Problems in die des Anderen iiberfiihren.

Es handelt sich bei der Differentialgleichung fiir w um eine lineare Differentialgleichung erster
Ordnung. In der Notation des Satzes 12.3seia : R — R mit t — 3und b : R — R mit ¢t — 1+4¢.
Es gilt

A(t) == /ta(s)ds =3t

to
sowie
! —A(s) ! —3s 1 —3s = ! —3s
e b(s)ds = e ?(1+s)ds=|—ce + [ se ?%ds
to 0 3 s=0 0

s=t t s=t
Part. Int. 1 —3s 1 —3s 1/4 —3s
= —=(1+s)e ] —I—/e ds—{— -+s)e
|: 3 s=0 3 0 3\3 s=0
_ L[4 4 —3t
- GG
fiir alle t € R. Nach dem Satz aus Abschnitt 12.3 der Vorlesung ist w : R — R mit
¢ 34 1/4 (4
wt) = weed) 4+ A0 /to e A)p(s)ds = <69 + 9> 3t 4 e3t§ <3 — (3 + t> e_3t>

1 /e 4 1/4 4 1
- 3<€3+3>63t+3<363t—(3+t>>—9((8+€3)63t—(3t+4))

fiir alle ¢ € R die maximale Losung des Anfangswertproblems fiir w. Falls w(t) > 0 fiir alle
t € R ist, so ist nach Obigem u : R — R mit

u(t) = w(t) = \/; ((8 + €3)e3 — (3t + 4))

fiir alle t € R, die maximale Losung des ersten Anfangswertproblems.



Tatsichlich gilt limg o w(t) = 0o und limy—,_o w(t) = co sowie w'(t) = £(3(8 + €3)e3) — 3).

Damit hat w bei t = —M ein globales Minimum. Wegen
log(8 + ¢
w <_og(3—i—e)> =1+ log(8 +¢3) — 4 =log(8 + €3) — 3 = log(8 + ¢*) —log(e?) > 0
ist in der Tat w(t) > 0 fiir alle t € R.
O
Aufgabe 69:

Sei zunéichst u : I — [—1,1] eine Losung des gegebenen Anfangswertproblems. Wegen

L) =1 1_u2(t){20 fiir t > 0

<0 furt<o0
ist u monoton wachsend auf I N [0, 00) und monoton fallend auf I N (—oc0,0]. D.h., u nimmt
sein globales Minimum bei ¢t = 0 an. Ist also ug = 1, so ist die maximale Losung des Anfangs-
wertproblems durch u(t) =1 fiir alle ¢t € R gegeben.
Der Fall —1 < ug < 1 wird wie folgt behandelt: Es handelt sich bei der Differentialgleichung
um eine Differentialgleichung mit getrennten Verdnderlichen. In der Notation des Satzes 12.4
seil =R, f: ] >Rmitt—t J=[-1,1]und g : J — [0,1] mit u — 1 —u?. Wegen
uyg > —1 bietet es sich an, J = (—1,1) zu wihlen (das gréBte Teilintervall von .J, welches ug
enthilt und auf dem g das Vorzeichen von g(ug) = y/1 — uZ > 0 hat). Eine Stammfunktion von
f ist gegeben durch F(t) = % fiir alle ¢ € I. Eine Stammfunktion von ; . J — [1,00) ist durch

G:J—=GJ)= (=%, %) mit u — arcsin(u) gegeben. Die Umkehrfunktion G™!: (=%, %) — J
von G ist durch t — sin(¢) fiir alle t € (-3, %) gegeben.

Der Satz aus Abschnitt 12.4 der Vorlesung liefert die folgende Aussage: Die Funktion v : [ — R
mit

u(t) = GTH(F(t) = F(to) + G(uo))

fiir alle t € I ist die eindeutige Losung des Anfangswertproblems auf I. In unserem Fall ist also
2
u(t) = sin (2 + arcsin(uo)>

fiir alle ¢ € I. Dabei ist das Intervall I das groBte Teilintervall von I, mit ¢y € I und

t2

5 + arcsin(ug) = F(t) — F(to) + Gluo) € G(J) = (=5, 7)
fiir alle ¢ € 1. D.h.
~ +2 12
I = {ter: -2 & —1—.5u“csin(uo)<z = ltG]R:—4—a]rcsm(uo)<I
2 2 —_— 2 2 2
=~ s
>0 2

= {t eR: |t] < /7 — 2arcsin(u0)}.

Es bleibt zu untersuchen, ob u : I — R die maximale Losung ist. Sei a := /7 — 2arcsin(ug) > 0.

Wegen
. . ([t . . (T
lim u(t) = lim u(t) = tgm_ sin | + arcsin(up) | = sin <—> =1

t——a+ t—a— 2



und der eingangs festgestellten Monotonie jeder Losung auf R, bzw. ]R(T ,ist u : R — R definiert
durch
2
sin (% + arcsin(uo)) fir [t| <a
u(t) =
1 fir |t| > a

fiir alle t € R der einzige Kandidat fiir die maximale Losung. Es bleibt zu untersuchen, ob das
so definierte u in —a und a differenzierbar ist. Da w gerade ist, reicht es die Differenzierbarkeit
in a zu untersuchen. Nach Obigem ist u stetig in a. Ferner gilt

2
lim u/(t) = lim 2tcos <2 + arcsin(uo)) = 2a cos (g) =0= lim u/(¢).
——

t—a— t—a— t—a+

=0

Nach Satz 10.12 der Vorlesung ist u differenzierbar in —a und a. Wegen «'(—t) = v/(t) = 0 =
2a+/1 — u?(t) = 2a- g(u(t)) fir alle t > a, erfiillt v auch die Differentialgleichung und ist damit
die maximale Losung des Anfangswertproblems.

Der letzte zu untersuchende Fall ist ug = —1. Klar: eine Losung des Anfangswertproblems
ist w : R — R mit u(t) = —1 fiir alle ¢ € R. Angenommen, es gibt eine weitere Losung des
Anfangswertproblems mit u(t) := u; > —1 fiir ein ¢; # 0. Wir denken uns dabei u gleich auf
das grofite Intervall fortgesetzt, auf der sie eindeutig ist. O.B.d.A. sei t; > 0 (der Fall ¢; < 0
wird genauso behandelt). Ferner sei O.B.d.A. u; < 1 (Zwischenwertsatz 8.9). Trennung der
Verénderlichen liefert dann (siche Rechnung fiir den Fall —1 < up < 1)

N
u(t) = sin (2 — 51 + arcsin(u1)>

fiir alle t € I. Dabei ist I das groSte Intervall mit ¢, € I und

8 o< (1)
— — — + arcsin(u - =
2 2 ! 2792

fiir alle t € I. Fiir t > t; > 0 gilt:

t2 2

—g <5 - 51 + arcsin(u;) < g St < \/ — 2arcsin(uy) + 3 =: by
N—— —_m
>0 2

Angenommen, t; < \/ 2arcsin(u) + . Dann wire fiir alle ¢ < by

T aresin(uy) 7 _t? t%+ in(uy) <
—— < arcsin(u;) — = < — — = + arcsin(u =
2 Vo222 R
und damit 0 € I. Dann aber auch
2
—1 =up = u(0) = sin | arcsin(u;) — 51 ,
N—_———
€(-5.3)
im Widerspruch zu sin(s) = —1 & s € —§ + 27Z. Also muss die Annahme verworfen werden
und es ist t] > \/2 arcsin(up) + . Fiir 0 < t < ¢ gilt
U
Lo h + arcsin(u;) < Tot> t2 — (2arcsin(uy) +7) =: a1 >0
2 2 2 e — 2
~—— x >0
<0 2 =



Wie im Fall —1 < ug < 1 sieht man, dass die Losung nach rechts und links eindeutig zu

-1 fir0<t<a
2
u(t) = < sin (% — % + arcsin(ul)) fira; <t <b
1 fiir b1 S t

fiir alle ¢ € [0, 00) fortgesetzt werden kann.
Gleiche Argumentation im Falle t; < 0 liefert ¢; < —y/2arcsin(u1) + 7 und

1 fir t < as
2
u(t) = { sin (% — %1 + arcsin(u1)) fir ap <t < b
1 fir by <t

fiir alle ¢ € (—o0,0] mit ag = —+/7 — 2arcsin(uy) + t7 und by = —/t? — (2arcsin(uy) + 7).
Insgesamt ist die Losung des Anfangswertproblems fiir ug = —1 nicht eindeutig. Jede Losung
hat aber die Gestalt

(1 fir t < =21 + 1
2
sin(%—%—g) fir —v27r +h <t< -t
u(t) =4 -1 fir —t; <t <t
2
sin(§-5-3) firt<t<vImAh
(1 fir 2m + 1ty <t

fiir alle t € R mit beliebigen Konstanten ¢, t2 € [0, o0].
O
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