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Aufgabe 70:
(a) Sei b > 2. Es gilt:

b1 t=es 120 1 175750 1
e =
o t(log(t))?  dt=tds Jiog(2) S $|sciogz) log(2)  log(b)

———zdt konvergent und es gilt:

Folglich ist das uneigentliche Integral f2 t(log o)

/Ooldt—l' /bldt—l' ! Ly 1!
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(b) Sei b > 0. Es gilt:

b b

1
e cos(tx)dt Part. ot 2 e cos(tx)} +2 e sin(tx) dt
~ —— S S N
IO, "

Part. Int. 1 sb b 1 T r oo . " s=b x? b st Ndt
= g(e cos(bx) — 1) + 2 [e* sin(at)] _, — =/, e** cos(xt)
= 1(e‘(”b cos(bzr) — 1) + Z esb sin(xb) — CE—2 ' %! cos(wt)dt
N s 52 s2 Jo

Addieren von i—; fob e%! cos(xt)dt auf beiden Seiten (,Phoniz aus der Asche “T™) liefert

2 b 2.2 b
1
(1 + 2:2) /0 e cos(xt)dt = i ;x /0 e cos(xt)dt = g(eSb cos(bxr) — 1) + %eSb sin(bx)

und damit

b

t o S S b €T b .
/0 e*" cos(zt)dt = — T2 + o e*” cos(bxr) + o e*” sin(bx).

Wegen

e cos(bx)‘ < e bz sowie e sin(b:c)‘ < et bz

ist das uneigentliche Integral fooo et cos(xt)dt konvergent und es gilt:

00 b
/ e cos(zt)dt = lim e’ cos(xt)dt
0
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(¢c) Wir untersuchen den Integranden ,in der N#he der unteren Grenze“. Es ist

log(t) < log (i) ~

fir alle 0 <t < % Ferner folgt aus der Potenzreihendarstellung des sinh (vgl. Abschnitt
9.7 der Vorlesung)

o0 o0
1 1
sinh(?) Z(2n+1)! D 2n+1)!
n=0 n=1
Index-Shift = 1 = 1
ndex-Shift 2n+3 3 2n
D M

=:h(t)>0

firalle 0 <t < % Die durch den obigen Ausdruck definierte Funktion h : R — R ist stetig
(vgl. Abschnitt 8.7 der Vorlesung). Nach Satz 8.15 der Vorlesung, existiert ein M > 0 mit
0<h(t)<Mfirale0<¢<1i.
Also ist
_ tlog(?) < tlog(e) N 1
sinh(t) — ¢ — t3h(t) — t*M

firalle 0 <t < % Wegen

1 t=1
£l 17115 1 /1 a0+
dt=—— |2 =2 a2t
/a M MMt:a M<a 6) >

1
ist das uneigentliche Integral [ ﬁdt divergent. Nach dem Minorantenkriterium aus Ab-
schnitt 13.7 (3) der Vorlesung ist dann auch das uneigentliche Integral

1
e tl
_ / _tlos(®)
o sinh(t) —¢
divergent. Nach Satz und Definition aus Abschnitt 13.4 der Vorlesung ist das uneigentliche
Integral
¢l
/ tlog(t)
o sinh(t) —t
ebenfalls divergent.

g

Aufgabe 71:
auf (0,7) ist durch F : (0,7) — R mit

F(#) = log <tan <;)>

fiir alle ¢t € (0, ) gegeben (vgl. Aufgabe 60 (d) auf dem Ubungsblatt 11). Seinun 0 < a < Z.

Es gilt:
/a <Sml(t) - 1) dt = [log <tan (;)) - log(t)]:j = log (i) — log (mn&(g)>

(a) Eine Stammfunktion von ﬁ

(ME]



Sowie:
—0

= —log(2)

a
tan (& I tan <7> Hospi 1 1+tan? (2
lim log ( (2) ) Stetigheit log | lim _\2J | PHospital log | lim — - 7(2)

a—0 a a—0 5 1
~—
—0 #0

Folglich ist das uneigentliche Integral fog (ﬁ

[ - [ (g ) a-on(2) ().

Nach der Definition aus Abschnitt 13.4 der Vorlesung ist das uneigentliche Integral [ _11 log(|¢t|)dt

genau dann konvergent, wenn die beiden uneigentlichen Integrale ff’l log(|t|)dt und fol log(|t|)dt
konvergent sind. In diesem Fall ist

1 0 1
/1log(t)dt:/1log(t)dt+/0 log(|t])dt.

— %) dt konvergent und es gilt

[ME]

Sei 0 < a < 1. Wegen

/f log(|t])dt =" /a1 log(s)ds = /al sl

reicht es, nur eins der beiden uneigentlichen Integrale auf Konvergenz zu untersuchen. Es
gilt

1
/ log(£)dt = [tlog(t) — I=" = (=1 — alog(a) + a)

sowie
lim (a —alog(a)) = lim alog <> = lim gl(a) = lim 0g(z) PHospital 1o 2 0.
a—0+ a—0+ a a—0+ < T—00 €T T—00 I

—00

Folglich ist fol log(|t])dt konvergent und es gilt:

1 1
/log(|t|)dt: lim / log([t])dt = —1
0 a—0+ J,
und damit

1
/ log([£])dt = —2.
-1

Sei a < 3. Es gilt:

3

3 2t e 2 ed
= 1 1 —1
/ e a s=e' / S s / + s ds
o L+et ds=sdt Joa 1+ ss o 1+s

3

= . Ty =l og S)|g—ea

= & —log(1+4€) — e +log(1+e?) =25 % —log(1 + ¢°)

Damit ist das uneigentliche Integral ffoo %dt konvergent und es ist
3 B2 5 ;
——dt=¢e”—log(l+e¢
| g(1+ )



Aufgabe 72:

(a) Firalle 0 <t <1 gilt

t2 <t < V.
Damit folgt
0< ‘ L = 1 <i
2Vt — 2| i+ (VE—t) t
~——

>0
fir alle 0 <t < 1. Sei 0 < a < 1. Es gilt:

I q t=1 a
/dt:Q[\/%] =22 2% 9
a \/{E t=a

Also ist das uneigentliche Integral fol %dt konvergent. Nach dem Majorantenkriterium aus

Abschnitt 13.7 der Vorlesung ist auch das Integral fol M%ﬂdt (absolut) konvergent.

(b) Sei b > 0. Es gilt:

b b b
art. Int. _ = _ 1 1 1 _ 1
et 10g(1+t)dtP Lt e 1tlog(l—Hﬁ)]t b+/ el ——dt = _0g(+b)+/ et~ ¢

t=0 1+t eb 1+t
EACR0)
Wegen
log(14+b) v i
lim M I'Hospital im ———— =90
b—o0 eb b—o0 (1 + b)eb
~—

—00

ist das uneigentliche Integral fooo e tlog(1 + t)dt genau dann konvergent, wenn das un-
eigentliche Integral fooo e_tl%_tdt konvergent ist. Dieses ist tatséichlich der Fall nach dem
Majorantenkriterium aus Abschnitt 13.7 der Vorlesung, weil fiir alle 0 <t < oo

et Lt
1+1¢
gilt, und

o —t . b —t . —¢1t=b . —b
e ‘dt = lim e “dt hm—[e L:ozl_ lim e ° = 1.
0

b—oo Jo b—o0 b—o0

(c) Sei 0 < a < 1. Es gilt:

1 . os( 1)
/ (log(t))*dt "= —/ s4e_sds:/ ste%ds
a 0

dt=—tds —log(a)

Wegen lim,_,o4 log (%) = 00, ist das uneigentliche Integral fol(log(t))4dt konvergent, wenn
das uneigentliche Integral fooo ste™*ds konvergent ist. Dies ist nach Abschnitt 13.7 der
Vorlesung tatséchlich der Fall.



Aufgabe 73:

(a) Wir betrachten eine Fallunterscheidung: Ist s <0, so ist fiir alle n > 2

1 (log(n)™* _ (log(2))"
n(log(n))s n - n
und damit die Reihe > -, m divergent nach dem Minorantenkriterium aus Ab-

schnitt 7.4 der Vorlesung.
Sei also s > 0. Betrachte die Funktion f; : (1,00) — R, definiert durch

1
£o(t) = — o~ (log(t)+slog(log(t))
") = fog )

fiir alle t € (1,00). Klar: fs ist streng monoton fallend. Ferner hat fs eine Stammfunktion
Fs: (1,00) — R, welche durch

u— log(z)
Fy(z) = / fs(t)dt = / L gl / L
t(log(t))®  du=2ldt Jiogz) u°

1 qu=log(z) _ 1 1 1 .
_ E [u l}u log(2) — 1—s ((log(ac))s—l - (1og(2))s—1> fiir s 7 1
[log(u)]i—j24t5) = log(log(x)) — log(log(2)) fiir s = 1
fiir alle x € (1, 00) gegeben ist.
Sei nun s > 1. Wegen der Monotonie von fs gilt fiir alle N > 3:
Y 1 1 Y 1 Index-Shift pl
S — _ ndex-Shi
N nz; n(log(n))s 2(log(2))* * nz: n(log(n))® log Z (n+1)( log n+1))*
1
= dt = 1)d
log + /n (n+1)( log(n +1))® log Z / (n+
< L(H)dt = Fy(N
- 10g +n 2/n log / A log( Da W)
Wegen
1 1 1 1 1
lim Fy(N) = Ii - - R,
ym F(N) = lim = ((1og(N))s—1 (1og(2))s—1> s—1(log(2)) ! -

ist (Sy)nen beschrinkt und die Reihe konvergent nach dem Monotoniekriterium aus Ab-
schnitt 7.2 der Vorlesung.

Sei nun s < 1. Wegen der Monotonie von f; gilt fiir alle N > 2:

al N n+1
Sy = Z log Z/ log dt:;/ﬂ fs(n)dt
N+1
= Z/ /2 fs(t)dt = Fs(N—i- 1)
Wegen
lim Fi(N) = {1; limpy o ((log(N)! = = (log(2))!7°)  fiirs <1 _
e limpy o0 log(log(N)) — log(log(2)) fiir s = 1

ist (Sn)nen nicht nach unten beschrénkt und die Reihe divergent.



(b) Sei f:(1,00) — R definiert durch

1

— 4( 70 — ¢ log(log(?)) log(t)
log(t)'o8

ft)

fiir alle t € (1,00). Klar: f ist streng monoton fallend. Sei N > . Es gilt:

al 1 Index-Shift x 1 =l et 1
S = - n e); 1 _ dt
N z:;) log(n)los(n) ;::2 log(n + 1)log(n+1) ;::2 /n log(n + 1)lg(n+1)

N-1 ,pt1 N-1 .p41 N N
= Z/ fln+1)dt < Z/ f(t)dt :/ f(t)dt :/ e~ logllog(t) log(t) 4y
n=2"" n=2 """ 2 2

log(N e? log(N
t::es / g(N) esflog(s)sds _ / es(lflog(s))ds + / s(N) es(lflog(s))ds
dt=tds log(2) log(2) e?

2

e log (V) 9
< / es(l—log(s))d8+/ ps(1-log(e2) g g
log(2)

e2
2

e log(N e2
_ / es(l—log(s))ds + / oa() e 5%ds = / es(l—log(s))ds _ [6_5] s:lo2g(N)
log(2) log(2) s=¢

e2
2 2

— /e es(lflog(s))ds + 6762 - i < /e es(lflog(s))ds + 6762 < 00
log(2) log(2)

Also ist (Sy)nen beschriankt und die Reihe konvergent nach dem Monotoniekriterium aus
Abschnitt 7.2 der Vorlesung.

g

Aufgabe 74:
Bei der Differentialgleichung handelt es sich um eine inhomogene lineare Differentialgleichung
zweiter Ordnung (siche Abschnitt 12.5 der Vorlesung). Wir machen den Ansatz

up(t) = Acos(wot) + Bsin(wot) Vte R

fiir eine spezielle Losung der Differentialgleichung. Die Ableitungen sind durch

up/(t) = wo (—Asin(wot) + B cos(wot)) vt € R,
uy(t) = wi (—A cos(wot) — Bsin(wot)) vteR

gegeben. Einsetzen in die Differentialgleichung liefert:

sy (t) + 2yu,,(t) + wiuy(t) = (—Awg + B2ywo + Aw%) cos(wot) + (—ng — A2ywy + ng) sin(wot)
2ywp B cos(wot) — 2ywp A sin(wot)

sin(wot) Vte R

Diese Gleichung ist fiir B =0 und A = —27%0 erfiillt. Also ist

1
up(t) = 2w sin(wot) vVt e R

eine spezielle Losung der Differentialgleichung.



Als néchstes bestimmen wir die Nullstellen des charakteristischen Polynoms:

MNA22+wd =02 A= v+ [ —wi=—y+iy/wi—2
N—— -~
<0 —
Nach Abschnitt 12.5 der Vorlesung ist also
up(t) = Are” " cos(wt) + Bre " sin(wt) VteR
die allgemeine Losung der homogenen Gleichung

u'(t) + 2y’ (t) + WPu(t) =0  VteR

und die maximale Losung des Anfangswertproblems ist durch

1
u(t) = up(t) + up(t) = Are” " cos(wt) + Bre " sin(wt) — 5 sin(wot) vVt e R

YWo
gegeben, wobei die Konstanten A; und B so gewihlt werden miissen, dass die Anfangswert-

bedingungen erfiillt sind. Es ist

’U,(O):AléuO:1
und wegen

1
u'(t) = —ye " cos(wt)—we M sin(wt)— Byye " sin(wt)+Bywe cos(wt)—2— cos(wot) VteR
v

ist

1 14 242
U/(O):—’Y—FBlw—félq:OiBl: 2
2y 2yw

und die maximale Losung des Anfangswertproblems lautet:

_ 14+29% . 1
u(t) = e " cos (Wt) 27 e gin (WQ _
v V) T T 2w

g

sin(wt) VteR

Aufgabe 75:
Bei der Differentialgleichung handelt es sich um eine inhomogene lineare Differentialgleichung
zweiter Ordnung (siehe Abschnitt 12.5 der Vorlesung). Wir machen den Ansatz

upy(t) = Ae* VieR
fiir eine spezielle Losung der Differentialgleichung. Die Ableitungen sind durch

upl(t) = 2Ae* vVt € R,
ull(t) = 4Ae* VteR
gegeben. Einsetzen in die Differentialgleichung liefert:

|

(1) 4 2wy (t) + up(t) = 4Ae* 42 24e% + Ae* = 9A* = ¥ vVt e R

Diese Gleichung ist fiir A = % erfiillt. Also ist

1
up(t) = §62t vVt e R



eine spezielle Losung der Differentialgleichung.
Als néchstes bestimmen wir die Nullstellen des charakteristischen Polynoms:

M+22+1=0=A=-1+£V/1-1=-1
Nach Abschnitt 12.5 der Vorlesung ist also
up(t) = Aye™" 4 Byte ™ VieR
die allgemeine Losung der homogenen Gleichung
o' (t) +2u'(t) +u(t) =0 VteR
und die maximale Losung des Anfangswertproblems ist durch
u(t) = up(t) + up(t) = Are™" + Byte ™" + ée% VteR

gegeben, wobei die Konstanten A; und B; so gewdhlt werden miissen, dass die Anfangswert-
bedingungen erfiillt sind. Es ist

1 8
u(O):A1+féu0:1:>A1:f
9 9
und wegen
8 2
u'(t) = —§e_t — Bite ' 4 Bie ' + §th vVt e R
it 8 2 6 6
0)=——-+B+-=B—~=u =0= By = -
u'(0) o TBitg 1—g=wu 1=3
und die maximale Losung des Anfangswertproblems lautet:
8 6 1
u(t) = §e*t + §tet + §e2t vt € R
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