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Aufgabe 76:

(a) Sei U := {(an)nen € RN : 32 |a,| < co}. Wir verwenden das Untervektorraumkriterium
aus Abschnitt 14.4 der Vorlesung, um zu iiberpriifen, ob U ein Untervektorraum von RY
ist.

e 0 € U: Wegen 0 = (an)nen mit a, = 0 fiir alle n € Nund )07, |a,| = 0 < oo, ist in

der Tat 0 € U.
e Scien = = (an)nen, ¥ = (bn)neny € U und a € R. Zu zeigen ist z +y € U und ax € U:

Wegen

Z |an + by| < Z (lan| + |bnl) = Z |an| +Z |bn| < 00

n=1 n=1 n=1 n=1

—_—— —
<00 <o

und

o) [e's)
> laan| = o] > lan| < oo
n=1 n=1

ist in der Tat x +y € U und ax € U.
O

(b) Sei V := {f e R-B: f hat mindestens eine Nullstelle} und f, g € RI-1 definiert durch

fle)=1+z, g(z)=—z
fiir alle z € [—1,1]. Wegen f(—1) = ¢(0) = 0, ist f,g € V. Aber f+ g = 1, d.h. fiir alle
x € [—1,1] gilt
(f+9)(x)=1#0.
Also f+g ¢ V. Nach dem Untervektorraumkriterium aus Abschnitt 14.4 der Vorlesung ist
V kein Unterverktorraum von RI=11.
O

Aufgabe 77:

(a) Sei U := {(an)neN e RY: limy,_yo0 ap = a}. Wir verwenden das Untervektorraumkriterium
aus Abschnitt 14.4 der Vorlesung, um zu iiberpriifen, ob U ein Untervektorraum von RY
ist.

e 0 € U: Wegen 0 = (ap)neny mit a, = 0 fiir alle n € N und lim, o a, = 0, ist
0 €U < a=0. Sei also im Folgenden a = 0.
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e Seien & = (an)nen, ¥ = (bn)neny € U und a € R. Zu zeigen ist z +y € U und ax € U:
Wegen
lim (a, + b,) = lim a, + li_}m b,=0+0=0=a

n—oo n—oo
und

lim aa, =« lim a, =a-0=0=a
n—oo n—o0

ist in der Tat  +y € U und ax € U.

Also ist U genau fiir @ = 0 ein Untervektorraum von RY.
O

(b) Sei V := {f € R=1 1 £(0) = 0}. Wir verwenden das Untervektorraumkriterium aus Ab-
schnitt 14.4 der Vorlesung, um zu iiberpriifen, ob V ein Untervektorraum von RI=1H jst.
e 0eV:Wegen 0= f:[-1,1] = R, z — 0 und damit f(0) =0, ist 0 € V.
e Seien f,g € V und a € R. Zu zeigen ist f+g € V und af € V: Wegen

(f +9)(0) = f(0) +9(0) =0+0=0

und
(af)(0) =af(0)=a-0=0
istinder Tat f +g &€V und af € V.

O
Aufgabe 78:
Wir fithren folgende Zeilenumformungen durch:
0 -2 2 4 0 -2 2 4 (=3)
A = 4 —6 4 -5 3+ ~| 0 -6 6 9 J+
-2 0 1 7 2 -2 0 17
0 -2 2 4 -2 0 1 7Y\ | —é
~ 0 0 -3 ] ~| 0 -2 2 4 |- —5
-2 0 1 7 0 0 0 =3/ | —3
1 7 1
~ 10 1 -1 -2 i+ ~l0 1 -1 0
00 O 1 2 4.1 00 0 1

Die letzte Matrix ist in Zeilennormalform. Ablesen liefert den Zeilenrang » = 3. Nach Abschnitt

14.8 der Vorlesung (r = n), sind die Zeilen von A damit linear unabhéngig.
O



Aufgabe 79:

Wir fithren folgende Zeilenumformungen durch:

1 -4 3 -2 0 (=1) 9-(-2) 1 4 3 -2 0 i+
B [t 21 4 2 J+ N (0 2 -2 6 2 2 1-(—4)
2 0 2 4 4 + 0 8 —4 8 4 «—J+
1 0 -1 a B 1 0 -1 a 8
10 -1 10 4 + 10 0 6 3
_]0o2 -2 6 2 j+ o2 0 -2 o3
00 4 -16 —4 3 44 00 4 -16 —4| |-
1 0 -1 « B 10 1 « I3
10 0 6 3 (=1) 100 6 3
01 0 -1 0 010 -1 0
“loo 1 -4 -1 “loo1 -4 -1
10 -1 a p JJr + 0 00 a—10 pf—-4

Die letzte Matrix ist fiir alle a;, 8 € R in Zeilenstufenform. Ablesen liefert den Zeilenrang r = 4,
fiir a # 10 oder B # 4. Ansonsten ist » = 3. Nach Abschnitt 14.8 der Vorlesung (r = n), sind
die Zeilen von A damit linear unabhiingig genau dann, wenn o # 10 oder 8 # 4 gilt. Sind
a =10 und B = 4, so ist die letzte Matrix bereits die Zeilennormalform von B. Ist a = 10 aber

B # 4, so ist

1 0 0 6 3 + 1 00 6 O
B 01 0 -1 0 010 —-10
001 —4 -1 j+ 001 -4 0
000 0 B-—4 | g 000 0 1
die Zeilennormalform von B. Ist a # 10, so sei k = f __140 und es gilt
1 00 6 3 1 0 0 6 3 +
B 010 -1 0 010 -1 0 +
0 01 —4 -1 0 01 —4 -1 i+
000 a-10 -4/ | -5 000 1 =& 4 41 (-6
1 0 00 3—-6k
01 00 K
001 0 —1+4k
00 0 1 K
die Zeilennormalform von B.
O
Aufgabe 80:

Wir zeigen vorbereitend, dass U ein Untervektorraum von R? ist. Nach dem Untervektorraum-
kriterium aus Abschnitt 14.4 der Vorlesung ist zu zeigen:

e 0 € U: dies ist klar.
e Fiir alle z,y € U und alle « € Rist x +y € U und ax € U: Es gilt in der Tat

(+yh+@+ye—(@+y3—(r+ya=(@ +r2—23—24)+ (W1 +y2—y3 —ys) =0
=0 =0

()1 + (ax)y — (ax)s — (ax)s = a - (1 + 22 — 23 — x4) = 0.

=0



(a) Es gilt

(=3)+2-(=3)-2 = 0 (uw)
34+(-1)—1-1 = 0 (up)
—74+3-(=7)-3 = 0 (u3)
und damit uy,ue,us € U. Sei nun x € lin({u1, ug,us}). Es existieren also aj, a9, a3 € R
mit
T = Ul + U + a3us.

Da nach Obigem U ein Untervektorraum von R* ist und wi,us,us € U, liegt auch ihre
Linearkombination z in U.

(b) Zuerst zeigen wir, dass die Menge {u1,u2,us} linear unabhéngig ist. Dazu schreiben wir
die Vektoren uq,ug, us als Zeilen der Matrix A und bringen diese auf Zeilenstufenform:

-3 2 -3 2 o 0 1 -2 3
A= 13 -1 1 1 ~13 -1 1 1 2y
-7 3 -7 3 -7 3 -7 3 2
0 1 -2 3 0 1 -2 3 (-2)
~ (o 2 2 ) |.7~]0 2 -14 16 s
-7 3 -7 3 -7 3 -7 3
0 1 -2 3\ +—— -7 3 -7 3
~ (0o 0o =10 10| |-%|~[0 1 -2 3
-7 3 -7 3) +— 0 0 1 -1

Ablesen liefert den Zeilenrang r = 3. Nach Abschnitt 14.8 der Vorlesung (r = n), sind die
Zeilen von A damit in der Tat linear unabhingig.

Als nichstes sehen wir ein, dass lin({u1, u2,uz}) = U ist. Dazu stellen wir fest, dass U # R*,
denn

1

0
€] — 0 §éU
0

Also ist dim U < 4, denn ansonsten wire dimR?* < dimU = 4 < oo, U C R* und damit,
nach Abschnitt 14.10 der Vorlesung, U = R*.

Dann ist also dim U < 3 = dimlin({u1, u2, us}), lin({u1, uz,uz}) C U nach Teilaufgabe (a)
und damit, nach Abschnitt 14.10 der Vorlesung, U = lin({uy, ug, ug}).

g

Aufgabe 81:

(a) Seien aj, a2 € R und der Nullvektor 0 = aju; + aug =: u sei als eine Linearkombination
von uy, ug geschrieben. Wir haben zu zeigen: oy = ag = 0. Dazu betrachten wir:

1
u(0) = aui(0) 4+ agus(0) = ag ¢ 7Y cosh(k - 0) +ane ™7 = sinh(k-0) = a; =0
:/1-’%,1_/ /{_,0_/
'0) = 10 5(0) = as [ ¢ 70 cosh(r - 0) —Le  Osinh(x-0) | = as =0
u'(0) a(l] u1(0) + aouy(0) =g | e 1 cosh(k - 0) e ' sin (k-0) Qo
- = =1 =0
O



(b) Wir zeigen zunéchst U := lin({uy,u2}) C V := lin({v1,v2}): Sei dazu v € U beliebig. Es
existieren dann oy, ag € R mit u = ajuy + asus. Fiir alle t € R gilt:

1
uw(t) = oqui(t) + agua(t) = are” " cosh(kt) + ane 7 = sinh(kt)
K

e,‘it 4 e—lit s efit _ e—lit
= ae | ——r~r— —e M|
! ( 2 ) T 2

_ KOl + o KOl — Qg _ KQ1 + g KOl — Qg (.
_ e'yt( ent+ ent :76( ’Y+K)t+7€(’y’i)t

2K 2K 2K 2K
— —

=5 =:82
= Brvi(t) + Bva(?)
Also ist v auch eine Linearkombination der vy, vo. Da u beliebig war, gilt in der Tat U C V.

Nach Teilaufgabe (a) ist {u1,us} linear unabhéngig. Damit ist dim V' < 2 = dim U. Nach
Abschnitt 14.10 der Vorlesung gilt damit U = V.

g
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