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HOHERE MATHEMATIK FUR DIE FACHRICHTUNG PHYSIK

LOsSUNGSVORSCHLAGE zUM 5. UBUNGSBLATT

Avurcask 25 (Usune)
a) Zeigen Sie, dass die Reihe

1 N 1 1 N 1 1 .
V2 V3 V4 V5 Ve
konvergiert, die daraus durch Umordnung entstehende Reihe

1 1 1 1 1 1 1 1
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+ +
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jedoch divergiert.
b) Weisen Sie nach, dass das Cauchyprodukt der konvergenten Reihe aus a) mit sich selbst

divergiert.

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Die Reihe
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konvergiert nach dem Leibnizkriterium, weil ( )neN eine monoton fallende Nullfolge ist. Es

=

gilt
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Da} ;7 \f divergiert, ist (1 — \f) Yot \/» eine divergente Minorante fur die Reihe in (*).

b) Wie wir gesehen haben, ist die konvergente Reihe aus a) gegeben durch
jf; 1)n+1 5f; (_1)n
Vn n+1

n=1 n=0
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n+1

Sei nun a,, : fur n € Ny. Fur das Cauchyprodukt ) ¢, der Reihe } ;7 ,a, mit sich

selbst gilt
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Demnach ist (c,) keine Nullfolge und damit } ;” ¢, divergent.

AUFGABE 26 (TuTORIUM)

Fir welche z € C konvergieren die folgenden Potenzreihen? Bestimmen Sie im Falle der Konver-
genz den Reihenwert.

) inz” b) inzz"

n=1 n=1

LOSUNGSVORSCHLAG

Der Konvergenzradius beider Potenzreihen ist 1, da

lim {/n = lim n2 =1.

n—-oo n—-oo

Somit sind beide Reihen fur |z| < 1 konvergent und fiir |z| > 1 divergent. Fiir |z| = 1 ist der Betrag
der Folgenglieder, also n bzw. n?, keine Nullfolge, weshalb auch dort Divergenz folgt (siehe auch
Vorlesung). Kommen wir nun zum Reihenwert, wobei ab nun |z| < 1 vorausgesetzt sei.

a) Es gilt (siehe Vorlesung)

Somit folgt Y 7 (n + 1)z" = (1_12)2. Die geforderte Reihe miissen wir nun nur noch leicht

umformen, um auf diesen nun bekannten Reihenwert zuriickgreifen zu konnen. Wir berechnen

C C dex-Shif
_1 Index-Shift
E nz'=z- E nz"~1 MR 4. E (n+1)z"

n=1 n=1 n=0

Somit folgt




b) Aus der Vorlesung ist bekannt, dass

n=1 n=0

Mit Teil a) erhalten wir schlieflich

" on 1 z z oz (2 N\ z l+z zl+2)
an _2‘1—2.(1—2)2_(1—2)2_(1—2)2 (l—z 1)_(1—2)2 1-z (1-2)%
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Aurcask 27 (Usunc)
a) Rechnen Sie nach, dass die aus der Vorlesung auf R bekannten Formeln

e'? = cos (z) +isin (z), sin’(z) +cos? (z) = 1,
auch fir z € C gelten.
b) Zeigen Sie, dass die Sinusfunktion ungerade und die Kosinusfunktion gerade ist, also
sin(—z) = —sin(z), cos(—z) = cos(z),
fur alleze C.

c) Beweisen Sie, dass fir z=x+1y

sin(z) = sin(x)(

cos(z) = cos (x)(ey te” ) —isin (x)( e ),

und schlieSen Sie daraus, dass die beiden Funktionen auf C unbeschrankt sind.
LOSUNGSVORSCHLAG
a) Wir fangen auf der rechten Seite der ersten Gleichung an und beobachten, dass

i(eiz _ e—iz) — %(eiz + efiz + eiz _ e*iZ) iz'

1 . .
cos(z)+isin(z) = E(elz +e %)+ 5

Zudem gilt

1 . . 1 . : 1 , , -
sin2 (Z) +COSZ (Z) — Z(elz +e—12)2 _ Z(elz _e—12)2 — Z(e2lz +2 +e—21z _ (6212 _ 2+e—212)) —1.



b) Es gilt

und . .
cos(-z) = E(ei(_z) +e 7)) = E(eiz +e71%) = cos (z)

tur alle z € C. Alternativ erkennt man diese Gleichungen auch an der Potenzreihenentwicklung,
da jeweils nur ungerade beziehungsweise gerade Potenzen von z auftauchen.

c) Es gilt
sin(z) = %(eiz —e %) = %(eixe’y —e YY) = %((cos(x) +isin(x))e™ — (cos(x) —isin(x))e?)
= sin (x)( ¢ +2€*y ) + cos (X)( e*yzz e ) =sin (x)( e Jrzeiy ) +icos (x)( e’ ;eiy )

und analog

cos(z) = %(eiz +eTi?) = %(eixe_y —eTi¥eY) = %((cos(x) +isin(x))e™ + (cos(x) —isin(x))e?)

= cos (x)(e? +2e—y ) +isin (x)(e_y - ) = cos (x)(el’ +2e‘3’ ) _ isin(x)( e/ —e™? )

2 2

Fur die Unbeschranktheit begeben wir uns auf die imaginare Achse (also x = 0 und somit
sin(x) = 0, cos(x) = 1). Es gilt fiir y > 0 (also 0 <e ¥ <e = 1 < e¥ wegen Monotonie)

e?—e? eV 1

2 2 2

sin(iy)| =

ey +e? &Y

2 2

|cos(iy)| =

Da nach Vorlesung supf{e? : y € R} =cound 0 <e? <1 fir y <0, gilt auch sup{e?: v >0} = co.

Somit existiert zu jedem C € R ein yc > 0 mit e¥c > 2C + 1, also ech > ech - % > C und somit

sowohl [sin(iy)| > C als auch |cos(iy)| > C.

AurGase 28 (TuTtorium)

Zeigen Sie mit Hilfe der Additionstheoreme die folgenden Formeln fir alle z,w € C.

a) sin(2z) = 2sin(z) cos(z) b) cos(2z) =1 -2sin?(z) = 2cos?(z) - 1

c) sin(z) +sin(w) = 2sin(zzw) cos(z;w) d) cos(z)+cos(w) = 2cos(zzw) COS(z—zw)

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Das Additionstheorem sin(z + w) = sin(z)cos(w) + cos(z)sin(w) liefert fiir jedes z € C

sin(2z) = sin(z + z) = sin(z) cos(z) + cos(z) sin(z) = 2sin(z) cos(z).



b) Ebenso folgt aus cos(z+ w) = cos(z) cos(w) —sin(z)sin(w) die Gleichung

cos(2z) = cos(z + z) = cos(z) cos(z) — sin(z)sin(z) = cos(z) — sin*(z).

Wie wir in AurcaBe 27 a) gesehen haben, gilt die aus der Vorlesung bekannte Formel cos*(z) +
sin%(z) = 1 auch fiir jedes z € C. Somit folgt

(1 -sin%(z)) —sin¥(z) = 1 — 2sin%(z),

cos?(z) — (1 —cos?(z)) = 2cos*(z) - 1.

cos’(z) —sin’(z) = {

c) Nach den bekannten Additionstheoremen und Aurcase 27 b) gilt
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d) Esgilt
2cos rw cos imw = 2| cos z cos w — —
2 2 | 2 2 2 2
2(2) 2sin2(§)sin2(%)
w —

Aurcask 29 (Usung)

a) Welche Funktionen von C nach C werden durch die folgenden Potenzreihen dargestellt?



- n-1 N et
) Z(ﬂ+1) z () ZO«(2n+1)! (z+ 1)

n=0 ’ n=
b) Bestimmen Sie jeweils eine Potenzreihenentwicklung der Funktion f um die angegebene
Entwicklungsstelle z;. Wie grof3 ist dabei der Konvergenzradius?
(i) f:C—>C, z—>sinz, zp=1
(ii)f:C\{—l,%}—>C,zr—>i z0=0

1-z-22z%2"’

w\'ﬂ

2
Hinweis: In Teil (ii) hilft die Gleichung ;== = 13 + 15 furalleze C\ {-1 %} weiter.

LOSUNGSVORSCHLAG

a) (i) Die Potenzreihe ldsst sich als Differenz zweier Potenzreihen darstellen:

o n-1 , on+l-2 , vl , o 2 .,
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Insgesamt folgt: Die von ) ;> 0 Tar1)!

z" dargestellte Funktion f : C — C ist gegeben durch

2 -2 (z-2)e*+2
z z

(z=#0).

(ii) Hier ergibt sich gemafs der Reihendarstellung der Sinus-Funktion fir jedes z € C

i(z(;—_l’_)z),(z+ 1) = (z+ 1)i(2(;+):)!(z+ 1> = (z+1)sin(z+1).

n=0 n=

b) (i) Wir kennen die Potenzreihen fiir sinz und cos z um die Entwicklungsstelle 0. In Verbindung
mit dem Additionstheorem fiir sinz ergibt sich fiir jedes z € C

f(z)=sin(1+(z—1)) =sin(1)cos(z—1)+cos(1)sin(z—1)

v (1) v _CDE ey
=sin(1 Zd 2k'Z 1 +cos(1)§(2kT %un

mit

. (_1)11/2
sin(1) > falls n gerade,

a, = ) (n € INp).

(_1)(r1—1)/2
cos(1l) ——— falls n ungerade

n!

Der Konvergenzradius der Reihe ist offensichtlich co.
(ii) Furjedesze C\{-1, %} erhalten wir unter Verwendung des Hinweises

1-2z 2/3 1/3
= =+ =
1-z-222 1+z 1-2z
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+

|



Fur |z| <1 gilt

und fiir |2z] < 1 ist

mit a,, := %(—1)” + %2” = %(2(—1)” +2"), n € Ny. Wegen lim,,_,, +/|a,| = 2 betragt der
Konvergenzradius der Potenzreihe 27! = %

1z _2/3, 1/3

Bemerkung: Die Darstellung :—=— = {13 + 155;
(— Partialbruchzerlegung): Wegen 1 —z—2z% = (1 +z)(1 — 2z) machen wir den Ansatz

kann man auf die folgende Weise erhalten

1-2z a b
= +
1-2z-2z2 14z 1-2z

und miussen die Konstanten a,b € IR berechnen. Die rechte Seite dieser Gleichung liefert

a b

N _a(l1-2z)+b(1+z) a+b+(-2a+b)z
l+z 1-2z B '

(1+2)(1-2z2) 1-z-222

Die Darstellung gelingt also, wenn a+ b =1 und —2a+ b = -1 sind. Dies bedeutet a = %

undb:%.

AurGABE 30 (TuTorIUM)

Fiir welche x € R bzw. z € C konvergieren die folgenden Potenzreihen?

e) 242”2”2
n=0

LOSUNGSVORSCHLAG
a) Fiir a, := (2n+1)/(n-1)? gilt

la,]  2n+1

b) Zﬁ(z—m)”
n=1
= 1 1\,

d) ;(1+§+~ +Z)Z
— (z+ 3i)"

f

) Zl =

n® 2+1/n 1 n—oco 2

|41l N (n— 1)2

‘m+3  (1-1/n)? 2+3/n

2

=1.



f)

Die Reihe hat daher den Konvergenzradius 1. Wir miissen nun noch die Rander des Konver-
genzintervalls, also x = =1 und x = 1, untersuchen. Dies liefert die zwei Reihen

— 21+ 1 ; = 2n+1
Z«(n—l)z(_l) und Z—(n-w'

n=2 n=2

Die Konvergenz der ersten Reihe wird durch das Leibnizkriterium garantiert, denn

3 2n+3

Tt =5 = lns1-

C2n+l_ 2mn-1)+3 2 32
B n n? n?

ME 1T (=12 a1 (m-12°

Die zweite Reihe hingegen divergiert wegen a,, > 2n/n* = 2/n und des Minorantenkriteriums.
Insgesamt: Die Reihe konvergiert nur fur x € [-1,1).

Wegen V/|1/n"| =1/n 27, 0 hat diese Reihe den Konvergenzradius oo, d. h. sie konvergiert fur
alleze C.

n1+(=1)") und a,,,; = 0 fir alle n € N. Somit ist

2n/2n _
i 2 1y e =e, ngerade,
Wage] = 2|en+-1)] =

e0/211 -1

Die Reihe hat die Form } ;?, agxF mit a,, = e

n ungerade,

und wegen "/|ay,,1| = 0 fur alle n € IN folgt limsup,_, . v/|lax| = e, d. h. die Potenzreihe hat
den Konvergenzradius e™!. Fiir x = +e™! ergibt sich die Reihe

ien(l+(—l)”)e—2n )

n=1

Diese Reihe ist divergent, da fiir gerades n gilt: e"1*(-1)")e=2" = ¢2"e=2" = 1 4 0 (n — o0). Die

Potenzreihe konvergiert daher nur fiir x € (—e~!,e7!).

Bemerkung: Man kann auch y := x? setzen und Y &, e"!*(=1)")y" betrachten. Diese Reihe hat
Konvergenzradius e~2, d.h. sie ist konvergent fiir |y| < e~ und divergent fiir |[y| > e~2. Hieraus
folgt dann Konvergenz fiir |x| < e~! und Divergenz fiir |x| > e~!.

Die Potenzreihe ) ;” ; a,z" hat also den Konvergenzradius R = 17! = 1. Fiir |z| = 1 konvergiert
n—oo

die Reihe nicht, denn dann gilt |a,,z"| = 4, —— oo, d. h. die Reihenglieder konvergieren nicht
gegen 0. Konvergenz der Reihe liegt also nur fur |z| < 1 vor.

Fiir a, := 1+ § +...+ + gilt offenbar 1 < a, < n. Wegen {/n SNy folgt hieraus </|a,| 0.

Auch diese Potenzreihe hat den Konvergenzradius 1, denn

7”'2712112 — ”,2?1 on |Z|”2 _ 2|Z|n 7’l—>—00) O, |Z| < 1,
oo, |z]>1.

Auf dem Rand des Konvergenzkreises liegt keine Konvergenz vor, denn fiir |z| = 1 gilt 221" | =
2" - 0 (n — o). Die Reihe } ;7 21z’ konvergiert somit nur fir |z| < 1.

Fiir den Konvergenzradius Rvon ) ;7 (thzi)n =) 2y a,(z+3i)" mita, := % ergibt sich wegen
limsup +/|a,| = limsup L =1
n—o00 n—o00 (%)2



R=17!=1. Die Potenzreihe } &, (Z;ii)n konvergiert also fiir z € C mit |[z+3i| < 1 und divergiert
fur z € C mit |z + 3i| > 1. Fir z € C mit |z + 3i| = 1 gilt

z+3i" 1 .
:| 5 | == tur jedes n € IN.
n n

’(z+3i)”
2

Wegen der Konvergenz von ) ;> # ist die Reihe } ;7 (Hn# fur |z + 3i| = 1 nach dem Majoran-

tenkriterium konvergent. Also konvergiert die Reihe genau fiir z € C mit |z + 3i| < 1.



