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HOHERE MATHEMATIK FUR DIE FACHRICHTUNG PHYSIK

LOSUNGSVORSCHLAGE zUM 6. UBUNGSBLATT

Aurcask 31 (Usunc)
a) Es sei
1+x fuarxe[-1,0],
b(x)={ 1-x furxe(0,1],
0 fir x < -1 oder x > 1.

Wir definieren f,(x) = b(x—n) und g,(x) = @ fiur n € IN. Untersuchen Sie die Funktionen-

folgen (f,) und (g,) auf punktweise und gleichmaflige Konvergenz.

b) Sei h,(x) = 1+1nx fur n € N und x € [0,0). Untersuchen Sie die Funktionenfolge (h,) auf

punktweise Konvergenz. Wieso kann sie nicht gleichmafliig konvergieren? Konvergiert sie
auf (0, c0) bzw. [4,00) mit a > 0 gleichmafig?

LOSUNGSVORSCHLAG
a) Fur x < -1 gilt f,(x) =0 fir alle n € N. Fur x € [N —1,N) fir ein N € N gilt

fax) =0 b(x-n=0=x-n<-l<=n>x+1>N.

Somit gilt, dass (f,) und somit auch (g,,) auf R punktweise gegen die Nullfunktion konvergieren.
(f,) konvergiert jedoch nicht gleichmafig gegen die Nullfunktion, denn fiir jedes ¢ € (0,1] und
jedes n € N finden wir ein x,, € R (namlich x,, := n) mit

Ifn(x,) = Ol = |, (n)] = |b(0)] = 1

Vv

E.

(g,) jedoch konvergiert gleichmafliig gegen die Nullfunktion, denn fur alle x € R gilt

<——>0 (n—> o).

b(x—n)|<1
n

80 =| ==

Da wir den anfanglichen Betrag unabhangig von x nach oben abgeschitzt haben gegen eine
Nullfolge, ergibt sich die gleichmaflige Konvergenz (Satz 7.18 (1)).

b) Es gilt h,,(0) = 1 fiir alle n € IN. Fur x > 0 fest gilt

1
hy(x)= 77— >0 (n—oc0).

E+x




Somit konvergiert (h,) punktweise gegen die Grenzfunktion

1, x=0
h(x) ::{ x
0, x>0

Diese ist nicht stetig (h(%) = 0= 1 =h(0)), womit die Konvergenz nicht gleichmafig sein kann
(Satz 8.3). Auch auf (0, 00) ist die Konvergenz nicht gleichmafig, da fur jedes ¢ € (0, %] und

jedes n € IN ein x,, > 0 existiert (namlich x,, := %) mit
1 1
e 0= =L s
(o) =01 =| =] = 3 > ¢

Auf [a,c0) fiir a > 0 ist die Konvergenz jedoch gleichmifig, denn fiir jedes x > a gilt

1
| +1nx| +1n _n
< 7
1 1 a n+a

| (x) - O] =

-0 (n—o00).

Da die letzte Folge wieder unabhangig von x ist und gegen Null konvergiert, ist die gleich-
maflige Konvergenz gezeigt (Satz 7.18 (1)).

AurGase 32 (Tutorium)

Untersuchen Sie die folgenden Funktionenfolgen und -reihen jeweils auf punktweise und
gleichmafliige Konvergenz auf den angegebenen Teilmengen von R (n € IN).

a) fn(x):m, x€lal],0<a<l,
b) g,(x)=nx(1-x)", x€[0,1],

) Yot ha(x), hy(x) =x"(1-x), xe(-1,1],

d) Zrlozl iﬂ(x)' i?l(x) = ﬁ/ x € IR.

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Sei zundchst 0 <a <1 und x € [4,1] fest. Dann gilt:

1

hy,(x) = \

n?x —1 (n — )

Also konvergiert (h,) gegen die konstante Einsfuktion fiir n — co. Da fur alle x € [a,1] sowie
alle n € IN gilt, dass

h,(x)-1] = |Vu2x—1|= [Vn2x - Vn2a+ Vn2a-1| < |Vn2x — Vn2a|+ |Vn2a -1
1 <1 1 1
*28 Vn2x — Vn2a+ |Vn2 —llxﬁ Vn2 - Vn2a+ |Vn2a—-1| =: a,

und @, — 0 fiir n — oo, ist die Funktionenfolge (/,) gleichmafliig konvergent.

Sei nun a = 0. Es gilt h,(0) = 0 fur alle n € IN. Fur x = 0 gilt, mit der gleichen Rechnung wie
oben, lim, , h,(x) = 1. Deshalb konvergiert (h,) punktweise gegen h, wobei h: [0,1] -» R
durch

h(x):{o fur x =0,

1 sonst



erklart ist. Weil h nicht stetig in 0 ist, kann die Konvergenz nicht gleichmafig sein (Satz 8.3)

b) Offenbar gilt £,(0) =0 fir alle n € N. Fir x € (0,1] ist g:=1-x € [0,1) und es ergibt sich
fulx) = nxq" %0,

(Wegen </nq™ — g < 1 fiir n — oo konvergiert die Reihe tiber nq", was dann ngq" — 0 fir
n — oo impliziert.) Die Funktionenfolge (f,,) konvergiert also punktweise gegen die Funktion
f:10,1] > Rmit f(x) =0 fur alle x € [0, 1].

Obwohl diese Grenzfunktion stetig ist, liegt keine gleichmafiige Konvergenz vor. Es gilt

n—00 _1

fulg)=m- G (=) =(1-3)" —e

(vgl. Aurcage 16 f), 3. Ubungsblatt). Also gibt es ein N € IN, sodass fn(%) > % furn>N. Zu
jedem ¢ € (0, %] und jedem n > N existiert also ein x,, € (0,1] (ndmlich x,, := %) mit

-1
fu(xn) = 01 = fo(x,,) > ‘37 >e.

Das schliefit die gleichmafsige Konvergenz aus.

c) Setzt man x=11in} 7, x"(1 —x) ein, so ergibt sich der Wert 0. Fiir jedes x € (-1,1) gilt
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x, xe(=1,1).

Da diese Funktion, im Gegensatz zu den Partialsummenfunktionen sy : (-1,1] — R, die
durch sy(x) := ¥V, x™(1 - x) gegeben sind, nicht stetig in x = 1 ist, liegt keine gleichmiRige
Konvergenz vor.

Bemerkung: Auch auf dem Intervall (—1,1) liegt keine gleichmaflige Konvergenz vor: Fiir jedes
N eNund xe(-1,1) gilt

N-1 1 —XN
fsn ()= £0)| =[(1=20x Y 6= =1 = x| = e =
n=0 h
sowie
N+1 1 1
|x| > = — |x| = .
2 N2

Obige Rechnung zeigt: Ist ¢ = % gesetzt, dann finden wir zu jedem N € N ein x € (-1,1) (etwa
X = ﬁﬁ) so, dass [sn(x) — f(x)| > € gilt. Dies schlief3t gleichméfiige Konvergenz aus.

d) Fur alle x € R und n € N haben wir

| 1 | 1 1
= < —.
x2+n?2l xZ2+n2 " wn?



Da die Reihe } ;7 # konvergiert, folgt nach Satz 7.18 (2): Die Funktionenreihe ) >’
konvergiert gleichmaflig und damit auch punktweise auf IR.

n=1 x2+n2

Avurcask 33 (Usuna)
a) Die Funktion f: R — IR sei definiert durch

] x furxeQ@,
f(x)"{o fiir xe R\ Q.

(i) Zeigen Sie mit Hilfe der Stetigkeitsdefinition, dass f in jedem Punkt x € R\ {0}
unstetig ist.

(ii) Begrunden Sie mit Hilfe des e-9-Kriteriums, dass f in 0 stetig ist.

b) Bestimmen Sie jeweils alle Stellen, in denen die Funktion f stetig ist.

X342 fiyr x g {1,3),

x2—4x+3
(i) frR> R, x+— % firx =1,
0 fﬁrx:3,
(i) f:[-7,3] > R min{x®+2x-15,x3} fiirxe[-7,-5]U[-1,3],
1 N — K, X
xX+5 fir x € (-5,-1).

LOSUNGSVORSCHLAG
a) (i) Wir zeigen, dass f weder auf Q \ {0}, noch auf R\ Q stetig ist.

Sei x € Q\ {0}. Fur jedes n € IN definiere x,, := x + g Wegen V2 e R\ Qist x, € R\ Q fiir
alle n € N. Es gilt x,, 2%, x und f(x,)=0 R 02x= f(x). Infolgedessen ist f nicht
stetig in x. Da x € Q) {0} beliebig war, ist f nicht stetig auf Q\ {0}.
Sei x € R\ Q. Wie wir aus der Vorlesung wissen, gibt es eine Folge (g,),cn rationaler
Zahlen mit g, 7%, x. Dann gilt f(q,) = qn 2 x20= f(x). Infolgedessen ist f nicht
stetig in x. Da x € R\ Q beliebig war, ist f nicht stetig auf R\ Q.

(ii) Setze x(:= 0. Wegen x € Q gilt f(xg) =x9 = 0. Sei € > 0. Wir mussen begriinden, dass
es ein 6 > 0 so gibt, dass [f(x) — f(xg)| < € fiir alle x € R mit [x — x| < 0 gilt. Wir wahlen
0 = &> 0. Dann folgt fir alle x € R mit |x —xp| <0

|x| firxe@

If(x)—f(xo)|=|f(x)|={ 0 i xeR\O }S|x|:|x—xo|<5=€-

Das war zu zeigen.

; : ; : x2=3x+2
b) (i) Die rationale Funktion x - 35775

Nullstellenmenge des Nenners stetig. Wegen x% —4x+3 = (x — 1)(x - 3) verschwindet der
Nenner fiir x = 1 oder x = 3. Daher ist x > ;z iiig auf R\ {1, 3} stetig, so dass auch f auf

R\ {1, 3} stetig ist. Nun gilt fur alle x e R\ {1, 3}

ist nach einem Beispiel der Vorlesung auflerhalb der

x—3x+2 (x—-1)(x-2) x-2

= a3 T e w=3) 13

Somit ist lim,_,; f(x) = %;2 = % = f(1), d.h. f ist in 1 stetig. Da 3 eine Nullstelle

—3x+2

2 —iis ist, existiert der Grenzwert

3
des Nenners und keine Nullstelle des Zdhlers von




lim,_,3 f(x) =1lim,_,3 iz:iiig nicht. Also ist f in 3 unstetig (unabhangig davon, was der
Funktionswert f(3) tatsachlich ist). Fazit: f ist auf IR\ {3} stetig.

Wegen x% + 2x — 15 = (x — 3)(x + 5) ist dieser Ausdruck fiir x € [-7,-5] nichtnegativ,
x% hingegen negativ, also gilt f(x) = x> fiir x € [-7,-5]. Fiir x € [-1,0) ist x> € [-1,0),
aber x> +2x - 15 < 1+0—15 = —14, also gilt f(x) = x* + 2x — 15 fiir x € [-1,0). Fiir
x €[0,3] ist (x—3)(x+5) <0 und x> > 0, also gilt f(x) = x>+ 2x — 15 fiir x € [0,3]. Das
Minimum zweier stetiger Funktionen g und / ist als Komposition stetiger Funktionen
stetig: min{g,h} = w (punktweise nachrechnen, Betrag ist stetig nach Satz 8.1).
Dabher ist f jedenfalls aulerhalb von {-5, -1} stetig. Wegen

lim f(x)= lim x+5=4%-16= lim x*+2x-15= lim f(x

x——1- x——1- x—-1+ x——1+

ist f in —1 unstetig. Da x> und x + 5 an der Stelle —5 verschieden sind, erhilt man
entsprechend, dass f nicht stetig in -5 ist.

AurGase 34 (TuTtorium)

a) Berechnen Sie, falls existent, die folgenden Grenzwerte.

o 8x3 424?41 x3-9x2+16x—4
i) lim ——, (ii) lim )
X——00 2x3 +7x x—2 3X3 10X2 +9x -2

V8+x-2 S esin(®) _q

(iii) im ———, (iv) lim

x—0 X x—0 x

Hinweis: Verwenden Sie in (iii) die Gleichung a> — b® = (a - b)(a® + ab + b?) fiir a,b € R und

berechnen Sie fiir (iv) zunachst die Grenzwerte lim,_,o =—~

sm( ) el

und lim,_,g <~

b) Seia € R fest. Geben Sie die Stetigkeitsstellen der Funktion f an.

() F: 01> R f@):{fﬁm fiir x e[0,1),

fur x =1.

a
(i) f:[-1,1] >R, f(x) \/|x| \/; \/|x| ﬁ fur x 2 0,

fur x = 0.

LOSUNGSVORSCHLAG

a)

(i) Mit dem gleichen Standardtrick wie bei Folgen erhalten wir, dass dieser Grenzwert

existiert und dass gilt

o83+ 2x%+1 o 8+2x 14x3 8+0+0
hm —_— = 111‘1’1 = =
x—-c0  2x34+7x x—-co  247x72 2+0

(ii) Zdhler und Nenner haben 2 als Nullstelle. Polynomdivision liefert

xP—9x?+16x—4=(x-2)(x*-7x+2)
3x° —10x% +9x -2 = (x = 2)(3x> —4x + 1).
Sofern die Ausdriicke definiert sind, gilt also

x3-9x% +16x -4 B (x=2)(x*> = 7x+2) B x?—7x+2
3x3-10x2+9x -2  (x—2)(3x2—4x+1) 3x2—4x+1’




(iii)

(i)

Weiter ist 2 keine Nullstelle von 3x% — 4x + 1. Wir schlieen, dass der gesuchte Grenzwert
existiert und gegeben ist durch

X-9x?+16x-4 . x?-7x+2 8

lim =lim——= .
x—23x3-10x2+9x—-2 x>23x2—-4x+1 5

Setzen wir zur Abkiirzung a := V8 +x und b := 2, so ergibt sich mit dem Hinweis die
Darstellung

3

_b3 ‘3/8 3 _23
V8+x-2=a-b=— S = — ( +xl = — * .
at+ab+b* (VY8 +x)2+2V8+x+22 (V8+x)2+2V8+x+4

Folglich hat man

V8+x-2 1 1 1

lim ——— =1lim —.

x>0 X =0 (V8+x)2+2V8+x+4 (V8+0)2+2V8+0+4 12

Wir berechnen zunachst

2 3
x x x X X x X
. er—1 . (+x+F+y+p+..)-1 L X+ St I A4t
lim =lim 22 3 : = lim 21 © 3t 4
x—0 X x—0 X x—0 X
2 3
R R T
=lim : 1 : =1.
x—0
Nun betrachten wir
. PN
. SInx . X—FrtE g x2 x4 6
lim = lim =liml-—4+—"——__4+_. .. =1
x—0 X x—0 X x—0 3! 5! 7!

Aus lim,_, Sh;(x) = 1 folgt insbesondere sin(x) # 0 in der Nihe von 0. Fiir jede Folge (x,,)
mit x, — 0 und x,, # 0 hat man also sin(x,) — 0 (da der Sinus stetig ist) und sin(x,) # 0

fur fast alle n. Daher folgt mit lim,_, eyy—‘l =1, dass

e — 1 oo eSmY —1 x—o0

- 1, also —_— — 1.
sinx,, sinx

Nach den Grenzwertsatzen existiert der zu untersuchende Grenzwert und es gilt

CoeSinY 1\ sinx C [eS"Y 1 ginx . esinx_q
1={lim ——— || lim =lim| ——- =lim ———.
x—0 sinx x—0 X x—0\ sinx X x—0 x

f ist als Komposition stetiger Funktionen (ohne Nullstellen im Nenner) fiir alle x € [0, 1)
stetig. Fur alle x € [0,1) gilt:

f(x)

1 . 3 1 A1+ 3 ) 1 (x*-4)+3
x—1 (x2-4)(x-1) x-1 ( (x2—4)
1 x*-1 1 (x=1)(x+1) x+1

x—1 (x2-4) x-1  (x2-4)  (x2-4)




Folglich muss ist f fir a =1lim,_,; f(x) =lim,_,; 55 = -3 2 auf ganz [0,1] stetig und fiir

(x2-4) 4)
a+ —% nur auf [0,1).

(ii) f ist als Komposition stetiger Funktionen (ohne Nullstellen im Nenner) fir alle x €
[-1,1]\ {0} stetig. Sei x € [-1,1]\ {0} und definiere p := ﬁ Dann gilt mit der dritten

binomischen Formel:

P Hy-(*-y)
\/|x| \/|: \/|x| \/T ‘/}’ RN

2

(\/1+ +\/1—-) (\/1+ +\/1 ) (VI+ Vil + V1 - Vix])

Folglich ist f fiir a = lim,_,o f(x) =lim,_,

f(x)

) =1 auf ganz [-1,1] stetig und

2
(Vv Vi Vi

fur a # 1 nur auf [-1,1]\ {0}

Aurcask 35 (Usunc)
Die Funktion f: [-1,1] — R ist gegeben durch

V=2 fiir o<y <1,
flx)= .
0 fur x = 0.
a) Zeigen Sie, dass f stetig ist.

b) Bestimmen Sie den Wertebereich f([-1,1]) von f.
Hinweis: Zeigen Sie zunachst, dass |f(x)| <1 fiir alle x € [-1, 1] gilt.

c) Zeigen Sie, dass f eine Umkehrfunktion besitzt. Berechnen Sie f~!.
d) Beweisen Sie, dass f~! streng monoton wachsend ist.

e) Ist f streng monoton wachsend? Begriinden Sie Thre Antwort.

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Als Komposition stetiger Funktionen ist f auf [-1,1]\ {0} stetig. Fur x € [-1,1]\ {0} gilt

1-VI-22 14V1-x2 _ 1-(1-x) _ «x

x 1+V1-—x2 (1+V1—x2)_1+\/1—x2'

Demnach gilt lim,_,o f(x) = 0 = f(0), und damit ist f auch stetig in 0.

flx) =

b) Wir zeigen zundchst |f(x)| < 1 fur alle x € [-1,1]: Fur x € [-1,1]\ {0} gilt (siehe a))

||

1+V1-—x2
—_——
>0

If (x)] = <|x|<1.

Wegen f(0) = 0ist |f(x)] <1 fir alle x € [-1,1] bewiesen. Hieraus folgt f([-1,1]) c [-1,1].



Nun zeigen wir [-1,1] C f([-1,1]). Sei dazu yq € [-1,1]. Dann liegt yy zwischen f(-1) = -1 und
f(1) =1. Aufgrund der Stetigkeit von f existiert nach dem Zwischen-wertsatz ein xy € [-1,1]
mit yo = f(xg) € {f(x): xe[-1,1]} = f([-1,1]). Da yg € [-1,1] beliebig war, folgt [-1,1] C
f([_ll 1])
Insgesamt ergibt sich f([-1,1]) =[-1,1].

¢) Um die Existenz der Umkehrfunktion von f nachzuweisen, verwenden wir folgendes Resultat:
Seien X,Y Mengen und f : X — Y eine Funktion. Gelingt es, die Gleichung y = f(x) durch

Aquivalenzumformungen (!) in die Form x = g(y) zu bringen (wobeix € X,y € Yund g: Y — X),
dann ist f bijektiv und die Umkehrfunktion von f lautet g.

Fur x € [-1,1]\ {0} gilt

v = f(x) y:l_—l_x2 — 1-xy=V1-x2

=
x
1-xy>0
= 1-2xp+x%y? =1 - x> — x*(1+p%) =2xy
0 2
& x(1+y2):2y — le_,_yyz'
Fur x = 0 gilt y = f(0) = 0, also gilt auch hier x = 1?;2. Die Rechnung zeigt: f besitzt eine

Umkehrfunktion, die durch

gegeben ist.

d) Seien x;,x; € [-1,1] mit x; < x,. Zu zeigen ist f ! (x;) < f~!(x,). Dies ergibt sich aus

F )= F () = 2x22 ~ 2x12 _20(1 +x3) = 2x1(1 +x3) _2n-x +x2x; — 31 x2)
1+x3 1+x] (1+x3)(1+x7) (1+x3)(1+x3)
_ 2 —xtxx(a —xp)) | 200 —x)(1-xx)
(1+x3)(1 +x7) 1+x2)(1+x2)

denn wegen —1 < x; <xp < 1istxjx, <1.

e) Da f~! die Umkehrfunktion von f ist, ist f die Umkehrfunktion von f~!. Da f~! streng
monoton wachsend ist, ist es gemaf} Vorlesung auch ihre Umkehrfunktion f.

AurGaBE 36 (TuTorIUM)
a) Sei [a,b] C R ein abgeschlossenes Intervall und seien f,g : [a,b] — R stetige Funktionen
mit f(a) > g(a) und f(b) < g(b). Zeigen Sie, dass ein x( € (a,b) existiert mit f(xg) = g(xo).

b) Zeigen Sie, dass die Gleichung
1

1+ x2

=/x
eine Losung x( > 0 besitzt.

c) Sei f:[0,1] — R eine stetige Funktion mit f(0) = f(1). Zeigen Sie, dass dann ein x; € [O, %]
existiert mit der Eigenschaft:

f(xl)Zf(%+X1)~



LOSUNGSVORSCHLAG

a) Sei h:=g—f.Dannist h(a) = g(a) — f(a) <0, h(b) = g(b) — f(b) > 0. Nach dem Zwischenwertsatz
(h ist als Komposition der stetigen Funktionen f und g stetig) existiert somit ein x( € (a, b) mit

h(xg) = g(xo) = f(xp) = 0.

b) Setze f( )= 1+x2, g(x) := V/x. Beide Funktionen sind stetig auf ganz R. Zudem gllt f(0)=1>
0), f(1)= 7 <l= g(l). Nach Teil a) existiert also ein xq € (0,1) mit f(xq) = 1+x =4/xg =

ﬂ%)

c) Setze g(x):= f(x+ ). Dann ist g, wie f, stetig und es gilt

g(0)=f(¥2),  g(¥2)=f(1) = f(0).

Gilt f(0) = g(0)(= f(1/2)), so ist die Behauptung gezeigt. Ansonsten ist entweder f(0) < g(0) und
somit f 1/2 =g(0) > f(0) = g(1/2) oder umgekehrt. In beiden Fallen folgt die Behauptung aus
a).



