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Aurcask 37 (Usuna)

a) Sei DCRund f: D — R stetig. Zeigen Sie, dass Urbilder von abgeschlossener Mengen
unter f wieder abgeschlossene Mengen sind.

b) Zeigen Sie, dass die Vereinigung endlich vieler bzw. der Schnitt abzdhlbar vieler abgeschlossener
Mengen in R abgeschlossen ist.
LOSUNGSVORSCHLAG

a) Sei A CRR eine abgeschlossene Menge. Das Urbild von A unter f ist definiert also

Y A):={xeD: f(x)e A}

Sei (x,) eine Folge in f~!(A) mit Grenzwert x € R. Dann ist f(x,) eine Folge in A, die wegen
der Stetigkeit von f den Grenzwert f(x) besitzt. Da A abgeschlossen ist, ist f(x) € A und damit
x € f~1(A), womit f~1(A) abgeschlossen ist.

b) Seien Ay,...,Ay CR (N € N) endlich viele abgeschlossene Mengen und

n=1

Sei nun (x,) eine Folge in A, die gegen ein x € IR konvergiert. Dann gibt es mindestens ein
A,, in dem unendlich viele Folgenglieder liegen. Sei also (x,, ) eine Teilfolge von (x,) in (ohne
Beschrankung) A;. Auch die Teilfolge konvergiert gegen x und da A; abgeschlossen ist, gilt
x € A; CA. Somit ist A abgeschlossen.

Seien nun By, B;, Bs,... abzahlbar viele abgeschlossene Mengen in R und

B::ﬂBk::{xelR: x € ByVk € NJ.
n=1

Wir nehmen uns eine Folge (x,,) in B mit Grenzwert x € R her, womit (x,,) in jedem By liegt. Da
jedes By abgeschlossen ist, liegt auch x in jedem By und somit auch in B, womit B abgeschlossen
ist.

AurGABE 38 (TuTORIUM)
Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte.



Hinweis: Zeigen und benutzen Sie fur e) die Identitdt cos(x) =

X

-1 x+1
a) lim 2 fura>0, b) lim log(x)’ ¢) lim (2x+ 3) ,
o 1 x-1 xooo\ 2x 4 1
d) lin%(l + arcsin(x))%, e) lim xcos(arctan(x)).
X—= X—00

1

wenn x € [-Z, Z].
L+tan2(x)’ [ 2’ 2]

LOSUNGSVORSCHLAG

a)

Fur x = 0 gilt
a1 exlog(a) -1 | exlog(a) -1
x x = log(a) xlog(a)

Aus der Vorlesung ist bekannt, dass limxﬁoexT_1 =1. Dax - 0 & xlog(a) — 0 (da log(a)
konstant ist) gilt dieser Grenzwert auch fur obigen Bruch. Daher folgt

-1 exlog(a) -1
1' = l 1 _— = 1 .
0 x og(a)xl_r)rg) xlog(a) 05(a)

Da x - 1 & log(x) — 0 (eine Richtung wegen Stetigkeit des Logarithmus, andere wegen
Injektivitat bzw. Stetigkeit der Umkehrfunktion), gilt (mit y :=log(x), also x = e?), dass
lim log(x) li Y

o\ _ -7 -1,

x—1 x—1 y—>0e3’—1_

wobei der Grenzwert sich als Kehrwert des aus der Vorlesung bekannten (und in a) bereits
verwendeten) Grenzwertes lim,_,q & x_l =1 ergibt.

Ist f : D — R und a ein Haufungspunkt von D, so gilt (mit & € RU {—o0, co})

lim f(x) = a  lime/ ™) = e,
X—a X—a

Dies lasst sich direkt anhand der Definition des Grenzwertes zeigen mit Hilfe der Tatsache,
dass die Exponentialfunktion bijektiv und stetig ist. Nun beobachten wir, dass per Definition

+1
(iii 2 ) _ elr+Dlog(35)

Betrachten wir nun den Exponenten der rechten Seite, sehen wir, dass

2 log(1+ﬁ) B 2+%log(1+ﬁ)

2 = 1 2
2x+1 2x+1 2+ 2x+1

2x+3
2x+1

(x+1)log( ):(x+1)

Der erste Bruch konvergiert fiir x — oo gegen 1, der zweite ebenfalls nach b) (x > co =y :=
1+ ﬁ — 1 und im Nenner steht y —1). Somit folgt insgesamt

. 2x+3
fim e 108 77 ) =

also

(2X+3)x+1 1
m =€ =€
x—oo\2x+ 1



d) Wie in ¢) sehen wir, dass

(1 + arcsin(x))% — eilog(1+arcsin (x))

und 1 | . |
- log(1 +arcsin (x)) = arcsin(x) log(1 +arcsin (x)

X arcsin(x)

Der erste Bruch konvergiert gegen 1, denn mit y = arcsin(x) (x soll dabei bereits nahe genug an
Null liegen, damit dieser Ausdruck definiert ist), also x = sin(yp) (und somit x — 0 & y — 0) gilt
arcsin(x) . Y

lim = lim — =1
x—0 X y—0sin(p)

nach einem Resultat der Vorlesung (bzw. dem Kehrwert). Gleichzeitig folgt fur den zweiten
Bruch wie in ¢) mit b), dass der Grenzwert 1 ist. Ingesamt gilt also

1
lim(1 + arcsin (x))* =e! =e.
x—0

e) Wir rechnen nach, dass fir x € [-F, 7]

1 1 1
= = = |cos(x)| = cos(x).
\/1 + tanz(x) \/1 n sin?(x) \/cosz(x)+sin2(x)
cos?(x) cos?(x)

Da arctan(x) € [-5, 7] fur x € R, folgt

X X 1

xcos(arctan(x)) = \/1 +tan?(arctan(x)) B V1 +x2 ) \/Lz +1

X

-1 (x—> ).

Aurcask 39 (Usung)
a) Beweisen Sie: Gilt fir die stetige Funktion f : R —> R

lim f(x)=0 und lim f(x)=0,

X—>—00 X—>00
so gibt es ein xy € R mit |f (x)| <|f (xo)| fur alle x € R.
b) Seien a,b € R mit a < b. Wenn die Funktion f : [4,b] — R stetig ist und f(x) > 0 fir alle
x € [a,b] gilt, dann ist die Funktion 1/f beschrankt.
LOSUNGSVORSCHLAG

a) Ist f die Nullfunktion, so ist die Behauptung klar. Andernfalls existiert ein x; mit € := |f(x)| >
0. Nach Voraussetzung existiert ein R > 0 mit

If(x)|<e V|x|>R.

Die stetige Funktion |f| nimmt auf der kompakten Menge [-R, R] ihr Maximum an, es existiert
also ein x( € [-R, R] mit

|f(x0)l = max |f(x)|

x€[-R,R]



Da x; € [-R,R]ist [f(xg)| = |f (x1)| = € und damit auch

1 (x0) = max|f (),

was zu beweisen war.

b) Die stetige Funktion f nimmt auf dem kompakten Intervall [a,b] ihr Minimum an, das nach
Voraussetzung positiv ist, also existiert ein xq € [4, b] mit

flxo) = min_f(x)

x€[a,b]

Damit gilt fiir die Funktion Jl(, dass fur x € [a,b]

1 1 1
0<=(x)=— <

f f(x)  flxo0)

=C < oo,
womit ]l( beschrankt ist.

AurGABE 40 (TuTorIUM)
a) Beweisen Sie das Additionstheorem des Tangens:

tan(x) + tan(y)
1 —tan(x)tan(y)

tan(x+v) = Vx,yeIRmitx,y,x+ye{§+kn: k ez}

b) Zeigen Sie, dass

o(z)osn(z) =2 cofZ)-sn(2)-1

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Es gilt mit den Additionstheoremen fir den Sinus und Kosinus

tan(x+y) = sin(x+yp) _ sin(x)cos(y) + cos( )singy

X
cos(x+7vy)  cos(x)cos(y) —sin(x)sin(y

)
)
cos(x) COS(V)(EE;% + f:g;(é;) _ tan(x) +tan(y)

sin(x) Sin(?)) ~ 1-tan(x)tan(y)’
cos(x) cos(y

cos(x)cos(y)(1 -

-

b) Nach Vorlesung gilt sin(x), cos(x) > 0 fiir x € (0, 5). Durch mehrmaliges Anwenden der Addi-
tionstheoreme folgt

o= 5)= ol ) cn{ (2} 3ol 2

+
(n+n) (n) '(n+n)'
= —+— — |—-sin|{—+ — |sin
cos G 6cos G s G 6S

(
o) (2220



Also folgt cos (%) 3sin2(%) 0 und wegen cosz( )+sm ( ) = 1 ergibt sich 4sin? ( ) 1,

somit l = |s1n(g)| = sin(%) Aus einer beliebigen der obigen Gleichungen folgt dann auch
cosz(ﬂ) =3, also cos(%) g
Weiterhin folgt
COS( ) cosz( )—sinz( )— s 1.1
a 4 42
und deshalb sin(%) = ‘/75

Avurcask 41 (Usung)

a) Seiz=x+iy € C\{0}. Zeigen Sie, dass

+arccos ( f ), v=0,
arg (z) =

—arccos (=), y<0.
x“+y

3

b) Beweisen Sie die folgenden Darstellungen der Areahyperbolicus-Funktionen auf ihren
jeweiligen Definitionsbereichen.

Arsinh(x) = log(x+ Vx2+1), Arcosh(x)=log(x+ Vx?-1), Artanh(x)= %log( 1 ti)

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Die Polardarstellung von z lautet

iarg(z

z=|zle = |z|cos(arg(z)) +1i|z|sin(arg(z)).

Insbesondere gilt also x = |z|cos(arg(z)), also % = cos(arg(z)). Das Argument kann nun jedoch
zwischen —m und 7 liegen, ganz im Gegensatz zum Arkuskosinus, der nur Werte in [0, 7]
annimmt. Liegt das Argument ebenfalls in diesem Bereich (namlich fur y > 0), folgt hiermit

X
Nerrd

Liegt das Argument jedoch in (-7, 0) (also fur y < 0), so gilt —arg(z) € (0, 1), weshalb hier

arg(z) = arccos (—) = arccos (

2]

arg(z) = —(—arg(z)) = —arccos (cos(—arg(z))) = —arccos (cos(arg(z)))
X

Vel

= —arccos(—) = —arccos (

2]

Insgesamt folgt also die Behauptung.

Sei x € R. Laut Vorlesung ist sinh : R — R bijektiv. Also existiert ein eindeutig bestimmtes
v € R mit x = sinh(y). Ferner ist die Exponentialabbildung exp : R — (0, c0) bijektiv mit log als
Umkehrfunktion. Es ist also logoexp =idg. Es gilt damit:

eV —eV eV4e?

inh +
arsinh(x) 5 5

arsinh(sinh(y)) = y = log(e¥) = log

log (sinh(y) + cosh(y))



Mit der Identitit cosh?(y) — sinh?(y) = 1 sowie der daraus resultierenden Tatsache cosh(x) > 1
tur alle x € R, folgt weiter:

arsinh(x) = log(sinh(y)+cosh(y))zlog(sinh(y)Jr coshz(y))

= log (sinh(})) +4/1+ sinhz(y)) =log (x +Vx? + 1).

Sei x € [1,00). Laut Vorlesung ist cosh : [0,00) — [1,00) bijektiv. Also existiert ein eindeutig
bestimmtes y € [0, 00) mit x = sinh(y). Ferner ist die Exponentialabbildung exp : R — (0, o0)
bijektiv mit log als Umkehrfunktion. Es ist also logocexp = idR. Es gilt damit:

y_e¥ Y -y
arcosh(x) = arcosh(cosh(y)) =y =log(e¥) = log(e 26 ;& +2e )
= log(sinh(y) + cosh(v))

Mit der Identitit cosh?(y) —sinh?(y) = 1 sowie der Tatsache sinh(x) > 0 fiir alle x > 0, folgt
weiter:

arcosh(x) = log(sinh(y)+cosh(y)):log( sinhz(y)+cosh(y))

log( cosh?(y) -1+ cosh(y)) = log(x +Vx2 - 1).

Sei x € (-1,1). Laut Vorlesung ist tanh : R — (-1, 1) bijektiv mit artanh als Umkehrfunktion.
Sei also y := artanh(x) bzw. tanh(y) = x. Es gilt:
sinh(p)
lo 1+ cosh(y)
& 1— sinh(p)

1 1+x 1 1+tanh(y)\ 1

-1 = — it VAV [P

0g(1 —x) 2 log( 2
cosh(y)

2 1 —tanh(yp)

o (Cosh(y) +sinh(y)) _1y (# pee ]
2

8\ cosh(y) —sinh(y) | ~ =)

1
2
1 4 1 ’
—_ _— = — y = =
210g(e‘3’) 2log(e ) =y = artanh(x)

AUFGABE 42 (TuToRIUM)

a) Bestimmen Sie Real- und Imaginarteil sowie Betrag und Argument von

201

)

b) Berechnen Sie Real- und Imaginirteil von z* und z'%° fiir z = cos % +isin %.

c¢) Geben Sie Betrag und Argument von 1 — e’ fiir t € (0, 27) an.



LOSUNGSVORSCHLAG

a) Nach Aurcase 41 a) gilt mit z, = 1 +iV/3, dass (wegen |z,| = 2)
+ 1 +=
argz, = +ar =—+—.
g2s = tarccos 5 3

Somit gilt
1+iV3 201 Dl 201 301201
= — = (el 3 )
1-iV3 2e715

Da die Exponentialfunktion 2mi-periodisch ist, gilt e

201
1+iV3 .
(“‘/_) —1(=1+i-0=1-€0),
1-iV3

4021 :
el 3 :e113471'

11341 — 1 also

b) Esgiltz= ei%ﬂ, also (mit der 2mi-Periodizitat der Exponentialfunktion)

B =o't =it ( 7Z)+" (—n) L
= = =cos|[——|+isin[— |= —-i—
4 4 2 W2
sowie .
2150 = elT = e_lf = -1
c) Es gilt

~

. . . . £\ . -
1-elf =el2(e7'7 —elZ) = —2isin(§)el% = ZSin(E)eltT,

i

wobei im letzten Schritt —i = e benutzt wurde. Wegen 2511‘1(%) >0 und t_T” € (—m, r] fur

t € (0,2m) ist dies bereits die Polardarstellung.



