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Aurcask 43 (Usunc)
a) Sei @ € R. Die Funktion f, : R — R sei gegeben durch

x%sin(x1) firx =0,

f“(x):{ 0 fiir x = 0.

Untersuchen Sie, wo die Funktion f, stetig, differenzierbar bzw. stetig differenzierbar ist
und geben sie, falls existent, die Ableitung an.

b) Untersuchen Sie die folgenden Funktionen f : R — R auf Differenzierbarkeit und geben
Sie wenn moglich die Ableitung an.

(i) f(x)=IxP, (i) f(x)= Arsinh(x).

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Wir stellen zundchst fest, dass f, fir alle @ € R auf der Menge R \ {0} stetig differenzierbar ist.
Die Produkt- und Kettenregel liefert dort

fi(x) = ax® Lsin(x™!) + x* - (=1)cos(x1)x2 = x¥ 2 (axsin(x ') — cos(x 1)),

was als Komposition stetiger Funktionen wieder eine stetige Funktion ist. Es bleibt also noch
das Verhalten von f, in Null zu bestimmen. Wir unterscheiden nach den Werten von a.
1. Fall: a < 0. f, ist hier unstetig in 0, denn fur x,, = 2n+1 gilt sin(x;') = (~1)" und somit

2 o
fa(xn):(m) (=1)%,

was nicht gegen 0 konvergiert, solange a < 0 gilt.
2. Fall: 0 < & < 1. Nun ist die Funktion in 0 stetig, aber nicht differenzierbar. Fir x = 0 gilt

|fa(x) = £(O)] = |x|*sin(x")| < x| > 0 (x> 0),
aber 0
lim —f“(x)_f( ) = lim x* !sin(x7!)
x—0 X x—0

existiert nicht mit der gleichen Folge als Argument wie im 1. Fall.
3. Fall: 1 < a <2. Nun ist die Funktion in 0 differenzierbar, aber nicht stetig differenzierbar. Es



gilt
f4(0) = lim fa0) - 1(0) = lim x* 'sin(x7!)

x—0 X x—0

0

L

wie beim Beweis der Stetigkeit im 2. Fall. Mit der Folge x,, = -

sin(x;') = 0 und cos(x;') = (~1)" und somit

sehen wir jedoch, dass

a—2
£l = (i) 1"

nrwt

was wiederum nicht (und damit insbesondere nicht gegen Null) konvergiert, womit f, nicht
stetig in 0 ist.

4. Fall: a > 2. Hier ist f auf ganz R stetig differenzierbar, da f, stetig in der Null ist. Mit
derselben Rechnung wie im 3. Fall ist f, in Null differenzierbar mit f;(0) = 0 und fir x # 0 mit
x| <1 gilt

() = f2O < %1% (@ xlIsin (x| + leos(x ) < K ?(@+1) = 0 (x —0),

womit f, in 0 stetig ist.

(i) Firjedes x € R gilt

—-x° fur x<0.

f(x):{x33 fur x>0,

Nach Beispiel (4) nach Satz 10.4 ist f auf (0,c0) differenzierbar mit f’(x) = 3x?, x > 0.
Ebenso ist f auf (—co,0) differenzierbar mit f’(x) = —3x2, x < 0. Wegen

f(x) - f(0) x°

lim = lim =— = lim x*=0
x—0+ x—0 x>0+ X x>0+
und 5
—f(0 _
lim Mz lim = lim —x%> =0
x—0- X— x—0- X x—0—

gilt lim,_, f(x)+6‘(0) =0, d.h. f ist in 0 differenzierbar mit f’(0) = 0. Somit ist f auf R

X
differenzierbar und es gilt fur alle x € R

, 3x2  firx>0,
fix)= I
-3x* furx<0.

(ii) Wie in AurGase 41 b) gesehen, gilt
Arsinh(x) = log(x +Vx2+1 ) fur jedes x € R.
Damit ist Arsinh als Komposition differenzierbarer Funktionen auf R differenzierbar mit

1 1 1 xX2+1+x 1
1+ -2x )= = .
x+VxZ2+1 2VxZ+1 x+Vx2+1 Vx2+1 Va2 +1

Alternativ kann man Arsinh” auch mit Hilfe des Satzes uiber die Ableitung der Umkehrfunk-
tion berechnen: Wegen sinh’(x) = cosh(x) # 0 fur alle x € R ist Arsinh: R — R differen-

Arsinh’(x) =




zierbar und fur jedes x € R gilt

1 1 1 1
sinh'(Arsinh(x)) cosh(Arsinh(x \/1 + sinh?(Arsinh(x)) RV

Arsinh’(x) =

wobei wir cosh?(y) —sinh?(y) = 1 sowie cosh(y) > 0 fiir alle y € R verwendetet haben.

AUFGABE 44 (TuToRIUM)
Untersuchen Sie die folgenden Funktionen f : D — R auf Differenzierbarkeit und geben Sie
wenn moglich die Ableitung an.

a) D=R, f(x)=x>-3x2+2x+17, b) D=R, f(x)=17

C) D =(1,00), f(x) = log(log(x)), d) D=R, f(x) — COS(2X)eSin(x),

e D=R f(x)= f) D=(0,00), f(x)=x",

g) D=(0,00), f(x)=x", h) D=(0,7), f(x)=x"Wsin(x),

i) D=R, f(x)=tanh(x), j) D=R, f(x)=[sin(x)|.
LOSUNGSVORSCHLAG

Alle Funktionen bis auf diejenige in Teil j) sind als Koposition differenzierbarer Funktionen (ohne
Nullstellen im Nenner) auf ihrem kompletten Definitionsbereich differenzierbar.

a) Fiir jedes x € R gilt f’(x) = 5x* — 6x + 2 (siehe Beispiel (4) nach Satz 10.4)
b) Nach der Quotientenregel gilt fir jedes x € R, dass

0-2x B —2x
(x2+1)2  (x2+1)%

f(x)=

c¢) Nach der Vorlesung ist log differenzierbar und es gilt log’(x) = % fur alle x > 0. Es folgt mit der
Kettenregel, dass
1
log(x)

2 = ! Vx>1
x xlog(x)

f’(x) = [logolog]’ (x) = (log’ o log)(x) - log’(x) =

d) Mit der Kettenregel gilt [exposin]’ = (exp’osin)-sin’ = (exposin)-cos. Sei ferner g: R — R
definiert durch g(x) = 2x fir alle x € R. Es folgt wieder mit der Kettenregel (cosog) =
(cos’og)- g’ =—2(sinog). Mit der Produktregel folgt

f'(x) = [(cosog)-(exposin)]’(x)
= (cosog) (x)-(exposin)(x)+ (cosog)(x)-(exposin)’(x)
= —2sin(2x)es"™ + cos(2x) cos(x)es )

= (cos(2x)cos(x) - 2sin(2x)) "™



e) Aus der Vorlesung ist bekannt (Beispiel (7) vor Satz 10.1), dass cosh differenzierbar ist und

cosh” = sinh gilt. Ebenfalls laut Vorlesung (Beispiel (4) nach Satz 10.4) ist die Abbildung

g :(0,00) = R definiert durch g(x) = \/% = x7? differenzierbar und es gilt ¢’(x) = —%x_% fur alle

x> 0. Es folgt mit der Kettenregel, dass

—l;] -sinh(x) = -
2 (cosh(x))

sinh(x)

2 (cosh(x))

f'(x) = (gocosh) (x)=(g ocosh)(x)-cosh’(x)=

[S][e%}
(1%

f) Esgilt f(x)=x*= e¥1ogx_ Gej g(x) := xlog(x). Mit der Ketten- und Produktregel folgt dann fiir
jedes x >0
F(x) =e8Wg’(x) = x¥(1 - logx + x - x71) = (1 + log x)x*.

g) Setzt man g(x):=x*= e¥1o8x ynd h(x):= g(x)log(x), so ist f(x)=x8) = e8(M)logx — oh(x) fijp jedes
x> 0. Mit f) sowie der Ketten- und Produktregel folgt fiir x > 0, dass

f(x) =e"n(x) = x("x)(g’(x)logx + g(x)x‘l) = x(xx)((l +logx)x*logx + x"_l).

h) Sei g:(0,m) — R definiert durch g(x) = xSin(x) = elog()sin(x) ynd h : (0,t) - R durch h(x) =
sin(x)* = elo8inX)*  Mit der Ketten- und Produktregeln folgt

’

(expo(log-sin))’ (x) = (exp”o(log-sin))(x) - (log-sin)’ (x)

g'(x)
(expo(log-sin)) (x) - (log”-sin +log-sin”) (x)

—  ysin). SII;(X)Jrlog(x)cos(x)

sowie

W(x) = (expo(logosin-id))’ (x)= (exp’o(logosin-id))(x)-(logosin-id)’(x)
= (expo(logosin-id))(x)-((logosin)’-id +(logosin)-id”)(x)
= (expo(logosin-id))(x)-((log’ osin-sin’)-id +(logosin))(x)

- sin(x)X("“’S(x) + log(sin(x))).

sin(x)
Mit der Produktregel ergibt sich damit:

f'(x) = [g-hl'(x) =g (x)h(x) +g(x)h'(x)

= ¥ gin(x)* ( sinx) xcos(x)

T+log(x)cos(x)+ Sin(0) +log(sin(x))

i) Esgilt f(x) = z;ﬁg; Mit sinh” = cosh und cosh’ = sinh folgt anhand der Quotientenregel

_ cosh(x) cosh(x) — sinh(x)sinh(x) 1

cosh?(x) - cosh2(x)’

f(x)

wobei wir zusitzlich cosh?(x) —sinh?(x) = 1 fiir alle x € R verwendet haben.



j) Die Funktion f lésst sich offenbar auch als

0 falls x = km mit ke Z
f(x)=1qsinx falls x € (kmt, (k + 1)7t) mit k € Z, k gerade
—sinx falls x € (kmt, (k + 1)7t) mit k € Z, k ungerade

schreiben.

Weil sin auf R differenzierbar ist, ist f auf R\ {kww : k € Z} differenzierbar und es gilt dort
Flx) = Ccosx falls x € (kmt, (k + 1)7t) mit k € Z, k gerade
~ |-cosx fallsxe (k7t, (k + 1)7) mit k € Z, k ungerade

In den Punkten {k7: k € Z} ist f nicht differenzierbar: Wir untersuchen zunachst die Stellen
JAEIA

xo = k7t mit geradem k € Z und zeigen, dass der Grenzwert lim,_,, x_xOXO) nicht existiert. Es

gilt namlich

f(x) = f(xo) ~ lim sinx —sin xg

lim = sin'(x) = cos(ip) = 1
X—Xg+ X — X X—Xxo+ X —Xp
und . .
. x)— f(x —=SInx —(—Sinx .
lim f)=fx0) = lim ( 0) = (=sin)(xq) = —cos(xo) = -1.
X—Xg— X=X X—=Xo— X —=X0

Also ist f in diesen Punkten nicht differenzierbar. An den Stellen k7t mit ungeradem k € Z
kann man analog zeigen, dass die einseitigen Grenzwerte des Differenzenquotienten gegen —1
und 1 konvergieren, weswegen f dann auch in diesen Punkten nicht differenzierbar ist.

Aurcask 45 (Usung)

a) Fur eine physikalische Grofle werden bei n € IN Messungen die Messwerte ay,...,a, € R
bestimmt. Als Messergebnis gibt man die Zahl a € R an, die durch

n n

Z(a—aj)z = min{Z(x —a)? i xeR)

k=1 k=1
definiert wird (Methode der kleinsten Quadrate). Berechnen Sie a.
b) Zeigen bzw. berechnen Sie mit Hilfe des Mittelwertsatzes:

(i) e"z—el’zS(x—y)(x+y)e"2 fur x>y >0,

(ii) lim,_,q (x(log(l +V1+ xz) - log(x))).

LOSUNGSVORSCHLAG
a) Definiere hilfsweise die Funktion g : R — R durch

n

gx)=) (x-ar)

k=1



b)

fur alle x € R. Klar: g ist differenzierbar und es gilt

sz a;) [Z Zum] 2nx—2;ak:2n[x—%iak]

k=1
fur alle x € R. Insbesondere ist

>0 firx>1y7 g
g(x){=0 firx=L1y7" a.
<0 fﬁrx<%zzzlak

Nach Abschnitt 10.7 der Vorlesung ist g auf (—oo, % Y i_; ax] monoton fallend und auf [% Y i Ak
monoton wachsend. Das bedeutet: Ist x < LY /| ay, soist g(x) > g(L Y7 ap);istx> 1Y a,
S0 ist g(l Y i1 ax) < g(x). Fur alle x € R gilt also g(x) > (l Y iy k)
Angenommen es gabe ein b € R mit b = —Zk 14 und g(b) = ( Yiiar). O.B.d.A. ist
m Zk:l ax. Nach dem Mittelwertsatz aus Abschnitt 10.6 der Vorlesung, existiert ein
€ (%Zzzl ay,b) mit g’(£) = 0. Nach obiger Rechnung ist aber 1Y _, a; die einzige Null-
stelle von g’.

Also muss die Annahme verworfen werden und a = %22:1 ay ist die gesuchte eindeutige Stelle
des globalen Minimums von g.

(i) Seien 0 <7y < x. Betrachte die Funktion f: [y?,x?] > R, u > ¢". Da f auf [y? x?] stetig
und auf (y?,x?) differenzierbar ist, erfiillt f die Voraussetzungen des Mittelwertsatzes.
Danach existiert ein & € (2, x?) mit

e = f(D) - F0) = (P =P f(E) = (x—y)(x +p) e < (x—p)(x+p)e*
————
>0

wegen der Monotonie der (reellen) Exponentialfunktion.

(ii) Sei x > 1. Dann ist log auf [x,1 + V1 + x?] stetig und auf (x,1 + V1 + x2) differenzierbar.
Nach dem Mittelwertsatz existiert dann ein &, € (x,1 + V1 + x2) mit:

x(log(l+ Vl+x2)—log(x)) = §(1+ V1+x2—x): gx(l+m—\/§)

X

X 1
= E— 1+—
Ex( V1+x2+\/ﬁ)

Ferner ist

Il
IA

X
<==1 wegen x<& <1+V1+x?
X

o0)



und damit ist lim,_,, 51 =1 nach Satz 8.6 (4). Deshalb ist

x
lim —

1
1
Hoex( *m—xzmﬁ)

hmx(log(1+ V1+x2) log(x )

X—0

X 1
lim 2| tim (14—
(XLH‘}Oéx) (xl_g’l"( +Vl+x2+‘\/x2))
1.

AUFGABE 46 (TuTorRIUM)

a) Sei f :[-3,2] = R durch f(x) = x* - 4x? + 2 fiir alle x € [-3,2] definiert. Begriinden Sie,
dass f sein Maximum und Minimum annimmt und berechnen Sie diese.

b) Zeigen Sie mit Hilfe des Mittelwertsatzes:

(i) xlog(x) ~ylog(y) < (xp)(1 +log(x) fiir x>y >0,
(ii) [log(cos(x)) —log(cos(y))| < V3 [x—y| fir x,ve -5 5]

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Die Funktion f ist stetig. Das Intervall I :=[-3,2] ist beschrankt und abgeschlossen. Nach Satz
8.15 der Vorlesung nimmt f auf I Maximum und Minimum an. Seien etwa x,,, x); € I mit

f(xm)gf(x)ff(xM) Vxel.

Nach Satz 10.5 sind x,, bzw. x); entweder Randpunkte von I oder innere Punkte (also Elemente
aus J :=(-3,2)) mit f’(x) =0 (da f auf | differenzierbar ist). Es gilt

f(x)=4x>-8x Vxe].
fur x € J. Damit folgt

f(x)=04x*-8x=0ox=0V4x’-8=0x=0Vx’ =2 xc{0,-V2,V2)

Es gilt ferner

f(=3) = (-3)*-4-(-3)>+2=81-4-9+2=47,
f(-v2) = f(\/i):(\/5)4—4.(\/5)2+2:4—4.2+2:—2,
f(0) = 2
f(2) = 2%-4.2242=2

Damit folgt
\/_\/_ f(xy,) =—2=min{f(x): x eI} xp =3, f(xp) =47 = max{f(x): x €I}

b) (i) Seien 0 < y < x. Definiere f: [y,x] — R, t > tlog(t). Dann ist f auf [y,x] stetig und
auf (y,x) differenzierbar mit f’(t) = 1 - log(t) + ¢t - % =1+log(t), t € (v,x). Nach dem
Mittelwertsatz existiert ein & € (y, x) mit

xlog(x) —plog(y) = (x—p)f (&) = (x = »)(1 +10g(&)) < (x —p)(1 +log(x)),



weil log: (0,00) — R streng monoton wachsend ist.
(i) Wir betrachten die Funktiop f:[-%5 5] =R, t>log(cos(t)). Diese ist auf [-F, §] stetig
differenzierbar mit f’(t) = —sin(t)
cos(t)

ist und tan(-%5) = —V/3 sowie tan(%) = V3 gelten, ergibt sich

= —tan(t). Da tan auf [-, %] streng monoton wachsend

If"(1)] < V3 furalle t € [-5, 5]
Sind x,y € [-5, 5], so finden wir nach dem Mittelwertsatz ein & zwischen x und y mit

f)=f@)=f(&)(x-y).

Es folgt
F ()= f@) =1 (Ex -y < V3 [x—yl.

Aurcask 47 (Usung)
Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte.

_I
x—5

a) 1irr711(tan(x)+ ! ),
2

2 -1
b) lim X-<05**")
x—0  sin(x)

¢) lim e —1+ xsin(x)

=0 VI—x24x2-1

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Fir x € [0, ]\ {5} ist

tan(x) + 17T _ sin(x) . 1n _ (X—%)Sin(x)Jrcos(x) . f(x)
x—% cos(x) x—7% (x - %)cos(x) g(x)

Es gilt

lim f(x) =0 = lim g(x).

x—% x—73
Zudem ist g’(x) = cos(x) — (x - %)sin(x) aufer in 7 nur dann Null, wenn tan(x) = # Da der

1
—Z
kann dies in beiden Intervallen jeweils nur ein Mal der Fall sein, wodurch eine Umgebung

um T gefunden werden kann, in der g’(x) (auSer in T) nicht Null ist. Mit der Regel von de

Tangens auf (0, 5 und (7, 7) streng monoton wachsend und streng monoton fallend ist,

I’'Hospital folgt
’ sin(x) + (x — Z ) cos(x) —sin(x)
lim ﬁ = lim f’(x) = lim ( 2
=% g(X)  x-% gN(x) xoi cos(x) —(x— %)smx
(x—%)cos(x) . F(x)
= lim =: lim
x—7 cos(x) — (x— %)sm(x) x—% G(x)



Es gilt

lim F(x) =0 = lim G(x).

S T
X—7 X—5

Nochmalige Anwendung der Regel von de I'Hospital liefert (das Argument dafiir, dass G'(x) =
in einer Umgebung von 7 funktioniert analog zur Argumentation bei g’)

IMIm
x—3

cos(x) — ( —%)sm X) 0
hm -
x5 G(x)

G'(x) x—=% —sin(x) —sin(x) — (x — %)cos S -2

Insgesamt haben wir also

lim (tan(x) + ! ) =0.

I
jid S
X—7 2

Die Begriindung, warum wir L'Hospital anwenden diirfen, erfolgt dabei riickwarts: Da

hmx_, G(( )) = 0 ist, existiert auch 11mx_>, f%z = limx_>% g((i))

= 0, weshalb auch lim,_, = DAL )
2 & 2

g(x)

ex1st1ert

Wir versuchen, ob wir die Regel von de I'Hospital anwenden konnen. Hier konvergieren Zahler

f(x) = x?>cos(x~!) und Nenner g(x) = sin(x) gegen 0, aber

’ 2xcos(x1) + x?sin(x~! -1y 4 sin(x—]
lim f(x) ~ lim (x7) (x7) 52 ~lim 2xcos(x™ ') +sin(x™")
x—0g'(x)  x—0 cos(x) x—0 cos(x)

existiert nicht, denn fir x,, := ((n + %)7{)‘1 hat der Bruch den Wert C(C‘;g). Die Regel von de

I’Hospital ist demnach nicht anwendbar. Der Grenzwert existiert jedoch, denn

2 -1
limw = lim — i -xcos(x1)=1-0=0.
x—0  sin(x) x—0 sin(x)

Zahler und Nenner sind differenzierbar in (-1, 1) und nehmen in 0 den Wert Null an. Die Regel
von de I’'Hospital liefert (mit f(x) := e — 1+ xsin(x) und g(x) := V1 —x2+x% 1)

e —l4xsin(x) . f(x) . f'(x) . —2xe™ +sin(x)+xcos(x)
lim =lim =lim —— = .
x—0 \/1 _x2 +x2 -1 x—0 g(x) x—0g (x) x—0 - T +2x

Diesen Grenzwert bestimmen wir durch ein weiteres Anwenden der Regel von de I’'Hospital,
denn Zahler und Nenner sind wieder differenzierbar auf (-1,1) und nehmen in 0 den Wert
Null an. Es folgt

I —2xe™ + sin(x) + x cos(x) I —2e™ +4x2e ™ + 2cos(x)—xsin(x) 0 0
m = 11m = - =
x—0 -2 +2x x—0 1-x2+ 22— 1

1-x R, o = |

1-x2



AUFrGABE 48 (TuTOoRIUM)
Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte.

sin(sin(x
a) lim SRGn0))
X—TC X—TC

X _
b) lim _r=x
x—11-x+log(x)

c) lim (x - z)tan(x).
x—=% 2

LOSUNGSVORSCHLAG
a) Die Funktionen fi, f, : R — R definiert durch
f1(x) = sin(sin(x)) und fhlx)=x-m

sind differenzierbar und es gilt lim,_, f; (x) = lim,_,; fo(x) = 0. Ferner ist f;'(x) = cos(sin(x)) cos(x)
und f;(x) =1 = 0 fiir alle x € R. Folglich gilt nach der Regel von I’'Hospital

. . hlx) . fl(x) . cos(sin(x))cos(x)
e~ YA R e 1

sin(sin(x))

=-1

b) Wir wenden zwei Mal hintereinander die Regel von de 'Hospital an (Zdhler und Nenner
nehmen in beiden Fillen den Wert 0 an). Wegen (x*)" = x*(1 + Inx) (siehe AurGaBe 44) ergibt

sich
X _ X _ *(1 +1 2+ x1
Lo Xex X (1+log(x)) -1 _ fim © (1+log(x))” +x* _1+1 _
x—11-x+log(x) x-1 1+ % x—1 _% -1
c)
x — Z)sin(x)
lim (x - z)tan(x) = lim ( 2 ) lim M
x—I x—I  cos(x) x—% g(x)
Es gilt

lim f(x) =0 = lim g(x).
x—5 x—=5

Mit der Regel von de I'Hospital folgt

flx) i sin(x)+(x— %)cos(x)
g'x)

. Tt :
lim (X— E)tan(X) = lim (x) x>z —sin(x)

r I
X—5 X—3
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