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HOHERE MATHEMATIK FUR DIE FACHRICHTUNG PHYSIK

LOsuNGSVORSCHLAGE zUM 10. UBUNGSBLATT

Avurcase 55 (Usung)

a) Beweisen Sie den erweiterten Mittelwertsatz: Ist f : [4,b] — R stetig und g € R[a.b] mit
g >0 oder g <0, so existiert ein & € [a,b] mit

b b
J- f(x)g(x) dx = f(é)f g(x) dx.

Folgern Sie daraus den Mittelwertsatz der Integralrechnung: Ist f : [4,b] — R stetig, so
existiert ein & € [a,b] mit

b
f.ﬂwdx=f@xb—m.

b) Seia € R fest. Untersuchen Sie die folgenden Ausdriicke auf Konvergenz berechnen Sie im
Falle der Existenz den Grenzwert.

1 a+h 1 a+2h 1
(i) hli)r&rﬁ - cos(x?)dx, (i) }}Lrgoz . log(x)dx, (iii) hli)%lJr . h* cos(x) dx.
LOSUNGSVORSCHLAG

a) Da f stetig auf dem kompakten Intervall [a,b] ist, nimmt es sein Maximum M und sein
Minimum m an. Nach Satz 11.2(1) gilt also (unter der Annahme g > 0, der andere Fall
funktioniert analog)

b b b
mj g(x)dx < J f(x)g(x)dx < MJ g(x) dx.
Also existiert ein K € [m, M ] mit

b b
meﬁﬂMZKjgqu

Zu diesem K existiert nach dem Zwischenwertsatz ein & € [a,b] mit K = f(£), womit die erste

Behauptung folgt. Setzt man g = 1, so folgt die zweite Behauptung mit Lb ldx=b-a.

b) (i) Seia € R fest gewihlt. Da f : R — R, x > cos(x?) als Komposition stetiger Funktionen
auf IR stetig ist, gibt es zu jedem h > 0 nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung ein
&nela—h,a+h] mit

a+h
J cos(x?) dx = ((a+ h)—(a- h))cos(cfﬁ) = 2hcos(<§,3).
a—h



Also ist %j:jhh cos(x?) dx = 2COS(£5) fur jedes h > 0. Fur h — 0+ konvergiert &, gegen a
und wegen der Stetigkeit von f konvergiert damit auch cos(élf) gegen cos(a’). Zusammen
folgt

hli}%lJr p J cos(x?) dx = 2cos(a?).

(ii) Seia € R fest. Fir jedes h > max{0,—a} (Man muss h > —a fordern, damit log: [a+ h,a + 2h]
— R iiberhaupt definiert ist.) existiert nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung ein
&nela+h,a+2h] mit

a+2h
J- \ log(x) dx = ((a+ 2h) — (a+ h))log(&y) = hlog(&).

Demzufolge ist j log x) dx = log(&y,). Mit h — oo geht cfh gegen oo und damit strebt
auch log(&y) gegen co. Also konvergiert der Ausdruck 5 f log( x) dx fiir h — oo nicht.

(iii) Wir zeigen, dass der Grenzwert 0 ist. Sei dazu 0 < ¢ < 2. Wir zerlegen das Intervall
[0,1] in zwei Teilintervalle so, dass der Betrag des Integrals uiber ein Teilintervall durch
¢/2 abgeschatzt werden kann. Das erste Intervall soll die Lange ¢/2 haben. Nach dem
Mittelwertsatz der Integralrechnung gibt es ein & € [0, ¢/2] mit

'Jz h* cos(x) dx| = |§| |hé] | cos(&)| < fur jedes he (0,1).
0

13
2

Fur & € [e/2,1] gilt £ > &/2. Sei nun h > 0 so klein, dass he/? < ¢/2 ist. Dann gilt nach dem
Mittelwertsatz der Integralrechnung fur ein & € [¢/2,1]

|f h* cos(x dx ( —&/2)|h¢||cos(& )|<§
_1

Zusammen konnen wir abschatzen

‘J h* cos(x dx ‘J h* cos(x )dx+J. h* cos(x )dx|
‘j h* cos(x dx ‘J. h* cos(x) dx| < €.

o 1
Also ist hll)r& Jo h*cos(x) dx = 0.

AurGaBE 56 (TuToRIUM)

a) Seia>0und f : [-a,a] — R stetig. Beweisen Sie: Ist f gerade, also f(-x) = f(x) fur alle

X € [—a,a], so gilt
J f(x)dr=2 ff

Ist f ungerade, also f(—x) = —f(x) fur alle x € [-a, a], so gilt

J_ Fx)dx =



b) Zeigen Sie, dass die Funktionen F,G : R — R, definiert durch F(x):= Josm(x)

G(x):= f;in(x) sin(e’) dt auf R differenzierbar sind und berechnen Sie jeweils die Ableitung.

sin(ef) dt und

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Nach 11.6(1) gilt
a 0 a
dx = d d
| rwax= [ pwas | pewas

Fur das erste Integral nutzen wir die Substitution y(x) = —x. In der Schreibweise der Merkregel

aus der Vorlesung gilt nun % =-1, also dx = —dy. Auflerdem gilt y(—a) = a, y(0) = 0. Nach der
Substitutionsregel folgt demnach

0 (0 e ~ j“f(x) dx, f gerade,
J:af(x) dx = J; f(=x)(-1)dy = J; f(=x)dx= { _Jzaf(x) dx, f ungerade.

Dies liefert die Behauptung.
b) Die Funktion
X
f:R->R, f(x)= J- sin(e’) dt,
0

ist nach de Hauptsatz (11.9) differenzierbar auf R mit f’(x) = sin(e*) fur alle x € R, da der
Integrand stetig ist. mit g(x) := sin(x) fir x € R gilt nun F(x) = f(g(x)) und G(x) = f(g(x)) - f(x),
somit folgt mit den uiblichen Rechenregeln zur Differentiation, dass F und G differenzierbar
sind mit

F/(x) = f'(g(x))- g'(x) = sin(e") cosx)

und .
G'(x) = f(g(x))- g'(x) - f'(x) = sin(e*"™) cos(x) — sin(e*)

fur alle x e R.

Aurcase 57 (Usung)

a) Leiten Sie mit Hilfe partieller Integration eine Rekursionsformel fur Jcos”(x) dx (ne€IN)
her und zeigen Sie damit, dass fiir k € IN

b) Beweisen Sie, dass die Wallissche Produktfolge

T 4k?
Wni= ] 1 gk2 21
k=1

konvergiert mit lim,,_, o, w,, = 7.



LOSUNGSVORSCHLAG

a) Wir berechnen

jcos”(x) dx = J-cos,”_1 (x)cos(x) dx P cos1 (x)sin(x) — (n— 1)jcos”_2(x)(—sin(x)) -sin(x) dx
=u(x) =w'(x)

= cos" ! (x)sin(x) + (n—1) f cos™2(x)(1 — cos?(x)) dx
= cos" ! (x)sin(x) + (n—1) jcos"‘z(x) dx—(n-1) jcos"(x) dx.

Bringen wir den letzten Summanden auf die linke Seite und dividieren durch #, so erhalten
wir die Rekursionsformel

J-cos”(x) dx = cos" ™! (x)sin(x) 4 ;1 jcos"‘z(x) dx.

n
Da der erste Term fiir die Grenzen 0 und 72 entfallt fiir n > 2, ergibt sich

ud s k . ud
> 2k 2k=1 2 - 2j-1 (2
cos™(x)dx = —— cos (x)dx=---= —_ cos"(x) dx
Jo 2k Jo ]_l 0

sowie

s

n k . s
2 2k+1 _ 2k ? cog2(k-1)+1 — = 2j ’
L cos™ " (x)dx = 2k+1J;) cos (x)dx = _I_[ .

=sin(%/2)—sin(0)=1
fiur k e IN.

b) Definieren wir

so folgt
2k
3 2 2k 2k _ HZ:1 2k+1 _ TCCoptl
Un= ki1 2k—1 " 2L 2 ¢y,
k=1 [T=1 3% 2n

Es bleibt also zu zeigen, dass

lim 2m#L — q

n—00 Cpy

Wegen cos(x) € [0,1] fiir x € [0,7/2] folgt cos®”(x) > cos®™*! > cos?"*?(x) auf diesem Intervall,
was wegen der Monotonie des Integrals ¢, > ¢5,,11 > ¢, liefert. Deshalb folgt

1
s Gl s Comn 2041 2+
= = - - 2
Con Coyn 2n+2 2-|-z

-1 (n-o00),

was nach dem Sandwichprinzip fiir Folgen die Behauptung liefert.



AuUrGABE 58 (TuTORIUM)

Bestimmen Sie die folgenden Integrale

r1 r2 /2

a) | (1+2x)°%dx, b) [ px-1]dx, o [ ety
Jo Jo2 Jo 1—x2
) (/4 ) r4 1 d ) e 1
d sin(x)cos(x) dx, e — dx, f — dx,
Jo sttxeosty Ji VT ), M +1ogm)
r4 r2 X3 ~1 Vo ,
8) J; arctan(\/\/}_1) dx, h) ), o dx, i) J xe?)sin(el*)) dx.
Erinnerung" arcsin’(x) = \/11_7/ arctan’( ) 1_,_1 2 Sll'l( /6) Sln(n/4) = COS(T(/‘}) %
LOSUNGSVORSCHLAG

a) Entweder wir erkennen direkt die Funktion x — 3 (1 + 2x) als Stammfunktion des Integranden,

oder wir nutzen die Substitution y(x) = 1 + 2x (also 3 =2 wasdy = 1dx liefert, sowie y(0) =1,
y(1) = 3). Damit folgt

1 3
1 I 43 81-1
3 3 4
=_ =_ - —10.
JO(1+2x) dx 2£ vy~ dy 83} ] 3 0

b) Wir teilen das Integral auf, um den Betrag aufzuldsen. Es gilt

J- |x—1|dx:J 1—xdx+J- x—ldx:(x——x )| +(—x —x)|
-2 -2 1 2 2 0\2 !

:(1_%)—(—2—2)+(2—2)—(%—1):5.

c) Mit der Substitution y(x) = arcsin(x) gilt % = \/11_7, also ﬁdx =dy, sowie y(0) =0, y(1/2) =

/6. Es folgt
%) /6 2
arcsin(x) , Lo _m”
J; Vi dx_Jo ydy=3v", = 7

d) Mit y(x) = sin(x) gilt % = cos(x), also cos(x)dx = dy, sowie y(0) = 0, y(7/4) = 1/v2. Es folgt
/4 V2
. 1 52 1
L sin(x)cos(x) dx = J; ydy = 5Y |0 =1

e) Mit y(x) = Vx gilt dy— 1,also —dx = 2dy, sowie y(1) = 1, y(4) = 2. Es folgt
y(x xg PN = y y y g

4 2
1 1 2
———dx=2| ——dy=2log(l+ =log(3) —log(2) = 21og(3/2).
Lﬁ(uv&) x=2 [ dy = 2log(1 )} = log(3) - log(2) = 2log(32)
f) Mit y(x) =logx gilt d_y 1, also %dx =dy, sowie y(1) =0, y(e) = 1. Es folgt

J-e—l dx—.r#d =log(1 + )|1—lo (2) —log(1) = log(2)
L x(1+log(x)) — Jo 1+ y=1log Yy =108 g(1) =log(2).



_ . dy _
) Mit y(x) = vVx -1 gilt Vx = p(x)* + 1 sowie £ = 4(\/(_ o +1) , also dx = 4y(y% + 1)dy,
sowie y( )=0,y(4)=1. Es folgt

4 1
J arctan(+/Vx—1)dx = j (4y3 +4y)arctan(y) dx.
1 0

Dieses Integral berechnen wir mit Hilfe partieller Integration.

1 1.4 2
2
J (4x> + 4x)-arctan(x) dx P (x*+ 2x2)a1rctar1(x)|1 —J X e dx
0 0

\ . , 0 1+x?
=:v’(x) u(x)
3 1+x?)?-1 3 ! .
_2T a+x) -1 dx =22 _ (1+x%) dx+ dx
4 0 1+x2 4 0 o 1+x2
3 3 4 4
L —(x+ —x3)|1 +eurctan(x)|1 L L
4 37710 0 4 3 4 3
h) Durch scharfes Hinsehen erkennen wir, dass x — ——L— eine Stammfunktion von x > —%—
(1+x2)2 (1+x2)%2

ist. Deshalb folgt mit partieller Integration, dass

2 3 2 2 2
X _ 2 x P.I. X X
f IR dx_f X e dx = - +2J- 5, dx
1 (1+x?) 1 —— (1+x?) (1+x2%)721h 1 (1+x2)

1 " 6vV5 3V2
:——+—2+2(1+x)/|1_ \/_ \/_ +2V5- 2\/__——7

i) Durch scharfes Hinsehen erkennen wir, dass x +— —% cos(e("z)) eine Stammfunktion von x -
xe(*)sin(e™”)) ist. Deshalb folgt mit partieller Integration, dass

1 1 1
1
J xe2’ sin(exz) dx = J ™) . xel®’) sin(e(xz)) dx 2 2 cos(e(xz))e(x2)|(l) +J xel®) cos(e(xz)) dx

::u(x) ::v/(x)

1 1 1
== cos(e)e + 5 cos(1)+ 5 sin(e(xz))|1 =

0 %(cos(l) —sin(1) +sin(e) —ecos(e)).

Aurcase 59 (Usung)

a) Sei I C R ein Intervall und f : I — R stetig differenzierbar. Zeigen Sie, dass sich f als
Differenz zweier monoton wachsender, stetig differenzierbarer Funktionen schreiben lasst.

b) Beweisen Sie: Ista <b und f : [a,b] — R stetig mit Lb |f(x)|dx =0, soist f(x) =0 fur alle
x €[a,b].

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Fir ein festes a € I und jedes x € I definieren wir

:J If'(t)| dt, fz(x)zf If ()l dt = f(x



Diese Funktionen sind wohldefiniert, da die Funktion t + |f’(t)| stetig auf dem Intervall (a, x)
ist fir alle x € I. Auflerdem ist klar, dass f = f; — f, gilt. Es bleibt zu zeigen, dass f; und f,
monoton wachsend sind. Nach dem Hauptsatz (11.9) gilt

A@=1f'®1>0,  fx)=If'(¥)|-f(x)>0,

womit die Behauptung aus Folgerung 10.7 folgt.

b) Wir nehmen an, dass f(x) # 0 fir ein x € [a,b]. Insbesondere gilt dies auch fir ein xq € (a,b):
Sind f(a) = f(b) = 0, so ist dies klar, ansonsten sei 0.B.d.A. f(a) # 0. Dann ist entweder
f(b—;“) # 0 (dann wahle x, = b—;’“) oder f(b—er“) = 0. Dann existiert nach dem Zwischenwertsatz
ein xg € (a, #) mit f(xg) = @ # 0. Setze € := |f(xg)| > 0. Da f stetig ist, existiert ein 6 > 0 mit
[xg—0,x9+ 0] C[a,b] (da x ein innerer Punkt von [4, b] ist) und

|f(x0) = f ()] <

Vx € [xg—0,x9+ 0]

N m

Insbesondere gilt fir diese x

|f Gl = 1f (x0) = (f (x0) = f (DI = |f (x0)| = |f (x0) = f (x)| = € = [ (x0) = f (x) >

N m

Wegen der Monotonie des Integrals folgt nun
b Xo—é X0+5 € b €
f |f(x)|dx>J 0dx+J —dx+f 0dx=20-==0e>0,
a a Xg—0 2 Xo+0 2
ein Widerspruch zur Voraussetzung, womit die Annahme falsch ist und die Behauptung folgt.

AUrGABE 60 (TuToRIUM)

Bestimmen Sie, wo moglich, die folgenden unbestimmten Integrale.

a) Jarcsin(x) dx, b) Je‘& dx, c) J(log(X))z dx,
1-x X . 2x+1
, ) f —_—
d) J‘,/1+xdx e) Je sin(ax) dx ) Jx2+4x+8dx
LOSUNGSVORSCHLAG

a) Mit partieller Integration folgt

X

Jarcsin(x) dx = Jarcsin(x)- 1  dx=xarcsin(x)— f dx = xarcsin(x) + V1 —-x2+C
——

——
=:u(x) v'(x)

1-x2

fiir x € (~1,1).

b) Mit der Substitution y(x) = Vx gilt g-fc = *&, also dx = 2y/xdy = 2pdy. Somit folgt

Je\/’? dx=2 Jyey dyl,— sz



Das letzte Integral berechnen wir uber partielle Integration. Es gilt
J- y € dypé'er—Jeydy:yey—ey+C:(y—l)ey+C.
\/_/\/_/

—u(x) = v’(x)

Somit folgt insgesamt

J‘eﬁdx: 2(\/5—1)e‘/;‘+C

fur x > 0.

¢) Nach der Vorlesung (Vorgehen analog zu a)) ist eine Stammfunktion von log gegeben durch
x — xlog(x) — x. Durch partielle Integration folgt

f(log(x))2 dx = flog(x)log(x) dx " log(x)(xlog(x)—x) —jlog(x) —1dx
=log(x)(xlog(x) — x) — (xlog(x) —x —x)+ C = x(log(x))2 —2xlog(x)+2x+C

fur x > 0. Alternativ konnen wir auch y(x) = log(x) substituieren und das so entstehende
Integral iiber y%e? mit partieller Integration berechnen.

d) Fur x € (-1,1) folgt mit partieller Integration, dass

jr J dx = J = (1 —x)arcsin(x) + farcsin(x) dx
\\/—/ _

R/—’
Mit a) folgt demnach

=v’(x)

e) Mit zweimaliger partieller Integration folgt

1-—
+i dx = (1 — x)arcsin(x) + xarcsin(x) + V1 —x2 + C = arcsin(x) + V1 —x2 + C.

J e’ sin(ax) dx L e*sin(ax)—a e* cos(ax) dx
\/_/R/—/ \/'/R/_/
=v'(X) =y (x) =v'(X) Zu(x)
P.I

=" e*sin(ax) — ae* cos(ax) — a’ J e*sin(ax) dx.

Addieren wir auf beiden Seiten das letzte Integral und dividieren durch 1 + a2, so erhalten wir

ex

fex sin(ax) dx = (sin(ax) —acos(ax))+ C

1+a?

fur x e R.

f) Esgilt

J 2x+1 dx—f 2x+ 4 dx—EJ‘ 1 dc
x2+4x+8 ) x2+4x+8 4) 3+1)2+1 7



Im erste Integral erkennen wir im Zahler die Ableitung des Nenners, weswegen eine Stamm-
funktion durch x > log(x? + 4x + 8) gegeben ist (eine Substitution y(x) = x* + 4x + 8 macht dies
deutlich). Im zweiten Integral substituieren wir y(x) = 5 + 1 mit % = 3, also dx = 2dy. Somit
folgt

2x+1 1
J ﬁ dx = log(x2+4x+8)+C—% f T Wl = log(x2+4x+8)—% arctan(; ; 1)+c.

fur x e R.

Anmerkung: Der Ausdruck x? + 4x + 8 ist positiv fiir alle x € R. Stiinde im Nenner des ersten
Integrals ein Ausdruck, der (auch) negativ sein kann, so miisste man die Nullstellen fiir die
Stammfunktion naturlich ausschlieffen und die Stammfunktion in den restlichen Punkten
ware durch den Logarithmus des Betrags gegeben, wie man anhand einer Fallunterscheidung
erkennt.



