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Aurcask 61 (Usunc)
Bestimmen Sie die maximale Losung des folgenden Anfangswertproblems.

X

y’(x): \/H—zy(x)-i-xl xO:O’y(xO):y():l'
X

LOSUNGSVORSCHLAG

Es handelt sich bei der Differentialgleichung um eine lineare homogene Differentialgleichung erster
Ordnung. In der Notation des Satzes 12.1 sei a: IR — R mit x = —== und b: R - R mit x > x. Es

i Vi+x?
gilt
X X _
A(x)::‘[ a(s)ds:J 5 ds:[\/1+52]s_x:\/1+x2—1
% 0 V1+s2 s=0
sowie
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s=
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e V1+s2+1 ds

fiir alle x € R. Nach dem Satz aus Abschnitt 12.1 der Vorlesung ist v : R — R mit

X
y(x) = poet™ + eA(x)f e A®)p(s) ds = 3Vl _\1x2 -1

X0
fur alle x € R die maximale Losung des Anfangswertproblems.
AUFGABE 62 (TuTORIUM)

Bestimmen Sie die maximale Losung der folgenden Anfangswertprobleme.

a) v’(x) = 2xy(x) +x3, x0=0,v(x) = Vg = %

2_
b) y/(x): X 4x})(x), xozof})(XO):yO:l'

1+x2

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Es handelt sich bei der Differentialgleichung um eine lineare Differentialgleichung erster

Ordnung. In der Notation des Satzes 12.1 sei a: R — R mit x > 2x und b : R — R mit x > x3.



Es gilt
X X
S=X
A(x)::f a(s) ds:‘[ 2sds = [s? = x?
Xo 0 [ ]s:O

sowie
x X 1 x 1 = 1 *
J e‘A(s)b(s) ds = J S3e_52 ds = -5 $2. (_25)8_52 ds P.L -3 [Sze_szlz_z _ EJ (—Zs)e—s2 ds
Xo 0 0 = 0
1, e lpep=x 1 (1+xP)e™
=—yle e = —

tur alle x € R. Nach dem Satz aus Abschnitt 12.3 der Vorlesung ist u : R — R mit

X 1 2
v(x) = poe™ + eA(")J e A6)p(s) ds = e - +2x
X0

fur alle t € R die maximale Losung des Anfangswertproblems.

b) Es handelt sich bei der Differentialgleichung um eine lineare Differentialgleichung erster

Ordnung. In der Notation des Satzes 12.1 sei a : R — R mit x — —13’;2 und b : R — R mit

t— % Es gilt

x * 45 s=x 1
A(x) == ds=- ds=-2[log(1+s?)|  =-2log(l+x?) =log| ———
(x) LO a(s) ds Jo s s [ og(l+s )L:O og(1+x7) og((1 +x2)2)

fur alle x € R. Nach der Bemerkung nach Satz 12.1 der Vorlesung ist y : R — R mit
3 5
I+%5+%

X
_ A(x) 4 LA —A( —
p(x) = uge® 4 AW Jxo e A6)p(s) ds = NTEeErE

fur alle x € R die maximale Losung des Anfangswertproblems.

Aurcask 63 (Usunc)
Bestimmen Sie die maximale Losung des folgenden Anfangswertproblems.

y'(x)=xe ™ y%(x),  x9=0,p(x0) =pp=1.

LOSUNGSVORSCHLAG

Es handelt sich bei der Differentialgleichung um eine Differentialgleichung mit getrennten Veran-
derlichen. In der Notation des Satzes 12.2,sei I = R, ] = (0,00), f : R - R mit x — xe™*, und



g :(0,00) — R mit y — y?. Eine Stammfunktion von f ist gegeben durch

Jf ds_jsesd
Pl X
s g e dsm et - B = 1= (e

fir alle x € I. Eine Stammfunktion von é ist gegeben durch

G(y):j ds = 15_2d5_1__

Nach Satz 12.2 ergibt sich die Losung y : I, — IR nun durch Auflosen der Gleichung G(y(x)) = F(x)
nach y(x), also

X

y(x) =

Dabei ist das Intervall I, das grofite Teilintervall von I mit y, € I, , auf dem y definiert ist und
y(Iy,) €] = (0,00), also I, = (=1,00). Da y in —1 nicht stetig fortsetzbar ist, ist dies das maximale
Existenzintervall.

1+x

AurGaBE 64 (TutorIUM)

Bestimmen Sie die maximale Losung der folgenden Anfangswertprobleme.
a) p'(x)=e*Wsin(x),  x9=0,y(x9) =y9 = ~log(3).
b) Y0 =-35  %=0()=p=V2

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Es handelt sich bei der Differentialgleichung um eine Differentialgleichung mit getrennten
Verdnderlichen. In der Notation des Satzes 12.2,sei I =R, ] =R, f =sin und g = exp. Eine
Stammfunktion von f ist gegeben durch

= fo(s) ds = J;)x sin(s) ds = 1 — cos(x).

Eine Stammfunktion von é ist gegeben durch

G(v) J-y ! d J-y Fds=3-e7
= — ds = e S=o0—¢ 7.
g Yo g(s) —log(3)

Nach Satz 12.2 ergibt sich die Losung y : I, — R nun durch Auflosen der Gleichung G(y(x)) =
F(x) nach y(x), also
y(x) = —log(2 + cos(x)).

Dabei ist das Intervall I, das grofsite Teilintervall von I mit y € I, auf dem p definiert ist, also
I, =R, was automatisch das maximale Existenzintervall ist.

b) Es handelt sich bei der Differentialgleichung um eine Differentialgleichung mit getrennten
Veranderlichen. In der Notation des Satzes 12.4, sei | = R, f : I —» R mit x — —x2 und
g:R\ {0} > Rmity— y% Wegen u, = V2 bietet es sich an, ] = R* zu wihlen (das grofite



Intervall, welches y, enthadlt und auf dem g das Vorzeichen von g(u,) = ‘/TE > 0 hat). Eine
Stammfunktion von f ist gegeben durch

F(x)= fo(s) ds = fo —s>ds = —?.

Eine Stammfunktion von é ist gegeben durch

Gly)= | —ds= 3ds=2--1
®) Log(s) s Jﬁy S=7

Nach Satz 12.2 ergibt sich die Losung y : I, — R nun durch Auflsen der Gleichung G(y(x)) =

F(x) nach y(x), also
y(x) = V24/1- x—;

wobei das Vorzeichen von y durch y, = V2 festgelegt ist. Dabei ist das Intervall I, das grofite
Teilintervall von I mit y, € Ly, auf dem y definiert ist, also I = (—oo, %) Da limx_)%y(x) =0
und 0 nicht im Definitionsbereich von g liegt, haben wir das maximale Existenzintervall
gefunden.

Aurcask 65 (Usung)

Seien y,wy > 0 mit wy > y. Bestimmen Sie die maximale Losung des folgenden Anfangswert-
problems.

v (x)+2yy"(x) + w%y(x) = sin(wpx), x0=0,9(x0) =v0=1,9"(x9) =y1 = 0.

LOSUNGSVORSCHLAG

Bei der Differentialgleichung handelt es sich um eine inhomogene lineare Differentialgleichung
zweiter Ordnung. Zunachst bestimmen wir die Nullstellen des charakteristischen Polynoms.

M r2yd+wi=0=2A=—y+ |y —w)=-y+iJoi -2
P
<0

=lw

Nach Satz 12.4 der Vorlesung ist also
yu(x) = cre”7* cos(wx) + cpe” ¥ sin(wx) VYxeR
die allgemeine Losung der homogenen Gleichung
v”(x)+ 2y (x) + @?y(x) = 0 VxeR

In der Notation der Vorlesung (nach Satz 12.5) gilt fur unsere Inhomogenitat m = 0, a = 0 und = wy.
Da iw( keine Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist, machen wir den Ansatz

Yp(x) = Acos(wox) + Bsin(wgx)



fur eine spezielle Losung der Differentialgleichung. Die Ableitungen sind durch

Yp(x) = wp(-Asin(wyx)+ Bcos(wyx))

vy (x) = @} (~A cos(wpx) — Bsin(wyx))

gegeben. Einsetzen in die Differentialgleichung liefert:

Yy (%) + 2y yp(x) + w%yp(x) (—Aw% +B2ywq + Awé)cos(wox) + (—Bw% — A2y wg + Bwé)sin(wox)

2ywoBcos(wpx) — 2y woAsin(wgyx)

sin(wgx)
Diese Gleichung ist fiir B=0und A = —ﬁ erfullt. Also ist

1

Bpx) = 5 cos(wox)

eine spezielle Losung der Differentialgleichung und die maximale Losung des Anfangswertproblems
ist durch

V(%) = yp(x) + yp(x) = c1e7* cos(wx) + c 67 sin(wx) — cos(wpx)

Y @o
gegeben, wobei die Konstanten ¢y und ¢, so gewahlt werden mussen, dass die Anfangswertbedingun-

gen erfiillt sind. Es ist
1 !
=9(0)=2=1,

C1— 5
Y @o

alsocy =1+ %, und wegen

1
v'(x) = —ye 7* cos(wx) — we V* sin(wx) — ¢, ye " * sin(wx) + cowe” ¥ cos(wx) + > sin(wpx)

)4

ist

) ! ay 1 1
— = 0) = =0 =—=— e
ay+ow=y(0)=yp=0=c=— w(w 2w0)
und die maximale Losung des Anfangswertproblems lautet:

1 _ 1 1 Zx 1
— X 2 .2 yx 2 24
y(x) (1 + 27/wo)e cos(w/wo Y x)+ - (7/ + —zwo)e sm(ﬂwo )4 x) o cos(wpx) VxeR

0

AUFGABE 66 (TuTORIUM)
Bestimmen Sie die maximale Losung des folgenden Anfangswertproblems

X

p(x)+29"(x) +y(x) =e**,  x9=0,9(x0)=pp=1,7"(x9) =3 = 0.

LOSUNGSVORSCHLAG

Bei der Differentialgleichung handelt es sich um eine inhomogene lineare Differentialgleichung
zweiter Ordnung. Zunachst bestimmen wir die Nullstellen des charakteristischen Polynom:s.

A2 421 +1=0=>A1=-1+V1-1=-1



Nach Satz 12.4 der Vorlesung ist also

yp(x) =cre ™ +cpte™

die allgemeine Losung der homogenen Gleichung
" (x)+2y'(x) +y(x) = 0

In der Notation der Vorlesung (nach Satz 12.5) gilt fiir unsere Inhomogenitat m =0, « =2 und = 0.
Da 2 keine Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist, machen wir den Ansatz

Yp(x) = Ae?*
fur eine spezielle Losung der Differentialgleichung. Die Ableitungen sind durch
Yp(x) = 2Ae%,
vy (x) = 4Ae*
gegeben. Einsetzen in die Differentialgleichung liefert:
Yy (%) + 29, (x) + yp(x) = AAe™ +2.2A6% + Ae™ = 9AeX £ ¢ VxeR
Diese Gleichung ist fiir A = % erfullt. Also ist

1
— _62x

})p(X) 9

eine spezielle Losung der Differentialgleichung und die maximale Losung des Anfangswertproblems
ist durch .

V(%) = yp(x) + yp(x) = cre™ +cpxe™ + §e2x

gegeben, wobei die Konstanten c¢; und c; so gewahlt werden miissen, dass die Anfangswertbedingun-
gen erfullt sind. Es ist

(0)=c¢ +1L —1:c—8
yor=a+y=%= 159
und wegen
2
/ I S -X -x , < 2x
V'(x) = 9e coxe ™  +cre +9e
ist 8 2 6 6
!
y’(O):—§+c2+§:c2—§:y1:0:>c2:§

und die maximale Losung des Anfangswertproblems lautet:

8 6 1
y(x) = §e"‘ + §xe" + 562" VxeR



