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Lösungsvorschläge zum 15. Übungsblatt

Aufgabe 85 (Übung)
a) Die lineare Abbildung φ : R3→R

3 sei gegeben durch

φ(e3) = 2e1 + 3e2 + 5e3, φ(e2 + e3) = e1, φ(e1 + e2 + e3) = e2 − e3.

Bestimmen Sie die Darstellungsmatrizen ABB und AB
′

B′ von φ bezüglich der Standardbasis B
des R3 sowie bezüglich der Basis B′ = {e3, e2 + e3, e1 + e2 + e3}.

b) Die lineare Abbildung P : R2×2→R
2×2 sei gegeben durch P (A) = 1

2 (A+AT ) (siehe Aufgabe

83). Geben Sie die Abbildungsmatrix ABB von P bezüglich der Basis B = {
(

1 0
0 0

)
,
(

0 1
0 0

)
,
(

0 0
1 0

)
,(

0 0
0 1

)
} an.

Lösungsvorschlag

a) Um die Darstellungsmatrix bezüglich bestimmter Basen rauszufinden, müssen wir die Ele-
mente der Basis im Urbildraum einsetzen und das Bild dieser Basisvektoren anhand der Basis
im Bildraum ausdrücken. Wir machen dies zuerst für die Standardbasis B. Da φ linear ist, gilt

φ(e1) = φ((e1 + e2 + e3)− (e2 + e3)) = φ(e1 + e2 + e3)−φ(e2 + e3) = e2 − e3 − (e1) = −e1 + e2 − e3,

φ(e2) = φ((e2 + e3)− e3) = φ(e2 + e3)−φ(e3) = e1 − (2e1 + 3e2 + 5e3) = −e1 − 3e2 − 5e3,

φ(e3) = 2e1 + 3e2 + 5e3.

Somit ist die Abbildungsmatrix gegeben durch

ABB =


−1 −1 −2
1 −3 3
−1 −5 5

 .
Die Bilder der Basisvektoren von B′ kennen wir bereits, wir müssen Sie bloß umschreiben. Es
gilt

φ(e3) = 2e1 + 3e2 + 5e3 = 2e3 + (e2 + e3) + 2(e1 + e2 + e3),

φ(e2 + e3) = e1 = −(e2 + e3) + (e1 + e2 + e3),

φ(e1 + e2 + e3) = e2 − e3 = −2e3 + (e2 + e3).

Somit ist die Abbildungsmatrix gegeben durch

AB
′

B′ =


2 0 −2
1 −1 1
2 1 0

 .
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b) Bezeichnen wir die vier Basismatrizen in ihrer Reihenfolge als b1,b2,b3 und b4, so gilt

P (b1) =
(
1 0
0 0

)
= b1,

P (b2) =
(
0 1

2
1
2 0

)
=

1
2
b2 +

1
2
b3,

P (b3) =
(
0 1

2
1
2 0

)
=

1
2
b2 +

1
2
b3,

P (b4) =
(
0 0
0 1

)
= b4.

Die Abbildungsmatrix ist somit gegeben durch
1 0 0 0
0 1

2
1
2 0

0 1
2

1
2 0

0 0 0 1

 .

Aufgabe 86 (Übung)
In R

4×4 bzw. R3×3 seien die folgenden Matrizen gegeben.

A =


0 3 −1 1
1 −3 1 −1
−5 1 0 0
0 6 −2 3

 , B =


−1 1 0 −1
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 3 1

 , C =


1 3 1
4 4 2
2 −2 0

 .
Überprüfen Sie, ob diese Matrizen regulär sind. Berechnen Sie, wenn möglich, A−1, B−1, C−1

und (AB)−1.

Lösungsvorschlag

Die Matrix C ist nicht regulär, da sie Rang 2 besitzt.1 3 1
4 4 2
2 − 2 0

 ←− ·(−4)

+

←−−−−−−−−

·(−2)

+

→

1 3 1
0 − 8 − 2
0 − 8 − 2

 ←− ·(−1)

+

→

1 3 1
0 − 8 − 2
0 0 0

 .
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Die Matrizen A und B sind regulär, ihre Inversen ergeben sich durch
0 3 − 1 1

1 − 3 1 − 1

− 5 1 0 0

0 6 − 2 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 ←−
·5

+

←−−−−−−−
←−

→


1 − 3 1 − 1

0 3 − 1 1

0 − 14 5 − 5

0 6 − 2 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 0 0

1 0 0 0

0 5 1 0

0 0 0 1


←−+

←−−−−−
· 14

3

+

←−−−−−−−−−−

·(−2)

+

| · 3

→


1 0 0 0

0 3 − 1 1

0 0 1 − 1

0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 0 0

1 0 0 0

14 15 3 0

− 2 0 0 1


←−+

←−+

| · 1
3

→


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 0 0

5 5 1 0

12 15 3 1

− 2 0 0 1


Deshalb gilt

A−1 =


1 1 0 0
5 5 1 0

12 15 3 1
− 2 0 0 1

 .

Analog folgt
− 1 1 0 − 1

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1


←−
·(−1)

+

←−
·(−3)

+

→


− 1 0 0 − 1

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 − 1 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 − 3 1


←−+ | · (−1)

→


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
− 1 1 3 − 1

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 − 3 1

 ,
also

B−1 =


− 1 1 3 − 1
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 − 3 1

 .
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Nach Vorlesung ist nun auch AB regulär und (AB)−1 = B−1A−1. Nach der Definition der Multiplika-
tion von Matrizen ("Zeile mal Spalte") ergibt sich

(AB)−1 = B−1A−1 =


42 49 10 2
5 5 1 0

12 15 3 1
− 38 − 45 − 9 − 2

 .

Aufgabe 87 (Übung)
a) Zeigen Sie, dass für n,m ∈N durch die Abbildung

( · | · )F : Kn×m ×Kn×m→K, ((ajk), (bjk)) 7→
n∑
j=1

m∑
k=1

ajkbjk

ein Skalarprodukt auf Kn×m definiert wird (das sogenannte Frobenius-Skalarprodukt).

b) Sei `1 := {(an) ∈KN |
∑∞
n=1 |an| <∞}. Zeigen Sie, dass durch ‖ ·‖1 : `1→R, (an) 7→

∑∞
n=1 |an|

eine Norm auf `1 definiert wird. Weisen Sie nach, dass es kein Skalarprodukt ( · | · ) auf `1

geben kann mit (a|a) = ‖a‖21 für alle a = (an) ∈KN.

Lösungsvorschlag

a) Seien A = (ajk),B = (bjk),C = (cjk) ∈Kn×m, α ∈K. Es gilt

(A|B) =
n∑
j=1

m∑
k=1

ajkbjk =
n∑
j=1

m∑
k=1

bjkajk =
n∑
j=1

m∑
k=1

bjkajk = (B|A).

Zudem gilt

(αA+B|C) =
n∑
j=1

m∑
k=1

(αajk + bjk)cjk = α
n∑
j=1

m∑
k=1

ajkcjk +
n∑
j=1

m∑
k=1

bjkcjk = α(A|C) + (B|C).

Schließlich gilt

(A|A) =
n∑
j=1

m∑
k=1

ajkajk =
n∑
j=1

m∑
k=1

|ajk |2 > 0

und der Ausdruck ist genau dann 0, wenn alle ajk = 0 sind, also A die Nullmatrix ist. Somit ist
gezeigt, dass ( · | · )F ein Skalarprodukt definiert.

b) Seien a = (an),b = (bn) ∈ `1, α ∈K. Es gilt

‖a‖1 =
∞∑
n=1

|an| > 0

und ‖a‖1 = 0 genau dann, wenn alle Folgenglieder 0 sind, also a die Nullfolge ist. Zudem gilt

‖αa‖1 =
∞∑
n=1

|αan| =
∞∑
n=1

|α| |an| = |α|
∞∑
n=1

|an| = |α| ‖a‖1.

4



Schließlich gilt

‖a+ b‖1 =
∞∑
n=1

|an + bn| 6
∞∑
n=1

|an|+ |bn| =
∞∑
n=1

|an|+
∞∑
n=1

|bn| = ‖a‖1 + ‖b‖1,

wobei wir bei in den letzten beiden Rechnungen die bekannten Rechenregeln für die Konver-
genz von Reihen benutzt haben. Damit die Norm von einem Skalarprodukt induziert sein kann,
muss für je zwei beliebige Elemente aus `1 die Parallelogrammidentität erfüllt sein. Dies ist hier
jedoch nicht der Fall, denn für a = (1,0,0, . . .) und b = (0,1,0,0, . . .) in `1 gilt a+ b = (1,1,0,0, . . .),
a− b = (1,−1,0,0, . . .) und somit

‖a+ b‖21 + ‖a− b‖21 = 22 + 22 = 8 , 4 = 2(12 + 12) = 2(‖a‖21 + ‖b‖21).
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