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LOSUNGSVORSCHLAGE zZUM 2. UBUNGSBLATT

Aurcase 7 (UBunag)
a) Seien x,y € R, € > 0. Zeigen Sie:
(i) max{x;y} = (x+y+|x—7v[)/2 und min{x;y} = (x +y —|x —y|)/2,
(ii) xy < ex?+ Z—z.
b) Seien A, B C R zwei beschrankte Mengen. Wir definieren

A-B:= {xeR|JacAbeB: x=a-b}.

Zeigen Sie, dass A—B ebenfalls beschrankt ist mit sup (A — B) = sup A—inf Bund inf (A - B) =
inf A —supB.

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Seien x,y € Rund ¢ > 0.

(i) Hier lasst sich eine leichte Fallunterscheidung anwenden.
Fall 1: x <y. Es gelten

max{x;y} = y=(x+y+(y-x))/2=(x+y+|x-p[)/2,
min{x;y} = x=(x+y - (y-x))/2=(x+y —[x-y|)/2.

Fall 2: y < x. Verwende min/max{x;y} = min/max{y;x} und Fall 1.

(ii) Seien u,v € R. Dann gilt (u +v)? > 0. Insbesondere gilt
2uv < u?+v?

Fur die Wahl u = v/ex und v = y/(2+/¢) ergibt sich

2

Xy = 2uv < u2+v2:ex2+y—.
4e

b) Zunichst zum Supremum: Da A und B nichtleer und beschrinkt, also insbesondere nach oben
bzw. nach unten beschrankt sind, existieren a := sup A und f := inf B. Wir missen nun zeigen,
dass A — B nach oben beschrankt ist und sup(A — B) = a — f gilt. Dazu miussen wir zwei Dinge
beweisen: Zum Einen, dass a — f§ eine obere Schranke von A — B ist, zum Anderen, dass dies
auch die kleinste obere Schranke ist.

Waihlen wir ein beliebiges x € A — B, so existieren a € A und b € B mit x = a—b. Da a obere
Schranke fiir A und p untere Schranke fiir B ist, gilt a < a und —b < —f. Addieren wir diese
beiden Gleichungen, erhalten wir

x=a-b<a-p.



Damit wissen wir, dass A — B nach oben beschrankt und a — 8 eine obere Schranke von A — B ist.
Also existiert das Supremum und es gilt sup(A—B) < a — . Wie zeigen wir, dass hier Gleichheit
gilt, also, dass a — f die kleinste obere Schranke ist? Dazu beweisen wir, dass keine Zahl, die
kleiner als a — f ist, eine obere Schranke fiir A — B sein kann, also zu jeder Zahl T < a + f ein
x € A+ B existiert mit x > T.

Da a kleinste obere Schranke fiir A ist, gibt es fiir jedes € > 0 ein solches a € A, dass

a—€& < a < a.

Da umgekehrt g die groite untere Schranke von B ist, gibt es analog fir jedes ¢ > 0 ein solches
b € B, dass
B<b<p+e

Sei nun ¢ > 0 beliebig. Wir mussen zeigen, dass es ein solches x € A — B gibt, dass
a-p-e<x<a-p

wobei wir die hintere Ungleichung bereits eingesehen haben. Um die vordere Ungleichung zu
zeigen, wahlen wir a € A, b € B derart, dass

a—-¢/2<a und p+e/2 20
gelten. Wahlen wir x = a - b, so folgt
a-f-ec=a-e/2-(p+¢/2) <a-b=x

Damit ist a — § die kleinste obere Schranke von A - B, d.h., sup(A-B) = a - f.

Bevor wir zum Infimum ubergehen, machen wir uns zunachst folgende Identitaten klar:
inf(-A) = —sup(A) und sup(-A)=-inf(A),

wobei
—A::{O}—A:{erR|3a6A DX =-a)

gesetzt wird. Man beachte, dass die zweite Identitat aus der ersten unter Verwendung von
—(—A) = A folgt. Sei also a = sup A wie oben. Wegen

a<a © -az-«a

fur alle a € A ist —a eine untere Schranke von —A. Da «a die kleinste obere Schranke von A ist,
kann keine grofsere untere Schranke y von —A als —a existieren, da sonst —y < «a eine obere
Schranke von A wire, ein Widerspruch zur Minimalitat von a.

Nun zum Infimum: Mit dem Letztgenannten und dem Obigen folgt nun
inf(A—-B) = —sup(—(A—-B)) = —sup(B—A) = —sup(B) +inf(A) = inf(A) —sup(B),
wie noch zu zeigen war.

Aurcase 8 (Tutorium)

a) Bestimmen Sie jeweils alle x € R, fur die folgende Ungleichungen gelten.



i) |x+1|+[x-1]>2 (ii) |2-]2-x]| <1 (iii) %'fx'<4x2

b) Bestimmen Sie, falls existent, jeweils das Supremum, Maximum, Infimum und Minimum
der folgenden Mengen.

(i) Ar={x*-x+2: xeR}. (i) B:={n+1: neN}L (ili) C:={Z5: xeR).

LOSUNGSVORSCHLAG

a)

(i)

(iii)

Erstmal interpretieren wir die Ungleichung geometrisch. Da der Betrag der Differenz
zweier reeller Zahlen deren Abstand misst, suchen wir in der ersten Aufgabe alle diejeni-
gen reellen Zahlen, bei denen die Summe der Abstinde zu 1 und zu -1 mehr als zwei
betragt. Da der Betrag abschnittsweise definiert ist, nahern wir uns anschlieflend den
Ungleichungen uber entsprechende Fallunterscheidungen.

Da der Abstand von 1 und -1 genau 2 betragt, kann sich ein x € R, das der Ungleichung
genigt, nicht zwischen beiden befinden, da sonst die Summe der Abstande genau zwei
ware. Algebraisch lautet dies

-1<x<1 = |x+1|+x-1|=x+1+(1-x) = 2.

Befindet sich x auflerhalb des Intervalls [-1, 1], so ist die Summe der Abstinde automatisch
grofier als zwei. Ist namlich x kleiner als —1, so ist der Abstand zu 1 bereits grofer als
zwei, und ist x grofSer als 2, so ist der Abstand zu —1 bereits grofier als 2. Algebraisch
lautet dies

|x—1]=0
x>1 = |x+1+|x-1 > |x+1] =x+1> 2,

1>

|x 0
x<-1 = |x+1|+]x-1 > |x-1=1-x> 2.

Folglich gilt fiir alle x € R, die der Ungleichung gentigen, x € (—oo0,—1) U (1, c0).

Dem Leser sei hier eine geometrische Interpretation iiberlassen. Zunachst unterscheiden
wir nach dem Vorzeichen des Arguments im inneren Betrag, da wir zuvor keine Aussage
uber den aufleren Betrag treffen konnen.

1. Fall: x < 2. Dann ist 2 —x > 0 und deshalb

2-12-x||<1e [x|<1.

Damit ist die Ungleichung in diesem Fall erfullt fur -1 <x <1.
2. Fall: x > 2. Dann ist 2 —x < 0 und deshalb

R-2-xl<le|d-x<lo-1<4-x<1e-5<—x

N

-3 3<x<5.

Insgesamt gilt [2-[2-x||<1 e xe[-1,1]U[3,5].

Wieder unterscheiden wir nach dem Vorzeichen des Arguments im Betrag. Ist x =0, so
ist die Ungleichung offensichtlich nicht erfiillt.
1. Fall: x > 0. Es gilt

3x
1+ |x|

3 1)
< 4x? Jg) 3x<4x*+4x° o O<4x(x2+x—1):4x[(x+§) —1],



Das Produkt zweier reeller Zahlen ist genau dann grofler 0, wenn entweder beide reelle
Zahlen positiv oder beide negativ sind. Da in diesem Fall x > 0 ist, muss zur Guiltigkeit der
Ungleichung der hintere Term positiv sein. Das ist genau dann der Fall, wenn |x +1/2| > 1
ist. Infolgedessen muss also x > 1/2 gelten, d.h., x € (1/2, ).

Fall 2: x < 0. Der Term auf der linken Seite des Ungleichheitszeichens der Ausgangsungle-
ichung ist stets negativ und der rechts davon ist stets positiv. Damit gilt die Ungleichung
trivialerweise.

Insgesamt gilt fur alle x € R, die der Ungleichung gentigen, x € (—o0,0) U (1/2, c0).

(i) 1) Es gilt min A = %.

Dazu formen wir zunachst den definierenden Ausdruck mittels quadratischer Erganzung
um: Fiir jedes x € R gilt

1 1 1\ 7_7
2 2

- 2= x2_ S S
XT—x+2=x"-x+ + (x 2)+

Daraus lesen wir einerseits ab, dass (3)> -1 +2 = Ti gilt, womit % in A liegt. Andererseits

sehen wir x> —x +2 > % fur jedes x € R ein. Also folgt direkt infA =minA = %.

2) Maximum und Supremum von A exisitieren nicht. Dazu zeigen wir, dass A nach oben
unbeschrankt ist, d.h., zu jedem y € IR existiert ein a € A mit a > y. Sei y € R beliebig.

2, y<2,

Wir setzen x := max{y,2} =
Y, v=2

. Dann gilt

x2—x+2=x (x—1) +2>x+2>x2>y.
— —

=:aeA >1, da x>2

(ii) 1) Es gilt minB = 2.

Es ist 2 € B (man setze n = 1). Ferner erhalten wir fir alle n € IN

2
1 1 1
n+— = n—2+—+2:(\/_——) +2 2 2

n n \Vn
Also folgt direkt inf B=minB = 2.

2) Supremum und Maximum von B existieren nicht, denn fiir jedes € R existiert nach
Satz 4.4 (3) der Vorlesung ein n € IN mit n > . Insbesondere ist dann n + % >n>f. Also
kann kein € R eine obere Schranke fiir B sein.

(iii) 1) Es gilt min C = 0. Es gilt 0 € C (man setze x = 0). Auerdem gilt offenbar x%(1+x%)~1 > 0
fur alle x € R. Also folgt direkt inf D = min D = 0.

2) Es gilt sup C = 1. Die Menge C ist nach oben durch 1 beschrinkt, denn wegen 1 +x% >0
gilt fiir alle x € R

x? x? r

Tox2 1722 1422

Insbesondere wird 1 nicht angenommen. Es bleibt zu zeigen, dass 1 die kleinste obere

Schranke von C ist. Sei I’ < 1 beliebig. Wir wollen zeigen, dass I' keine obere Schranke

von C ist. Wir miussen dazu ein Element in C finden, das grofier als I ist. Hierzu zeigen

1.




wir, dass es ein x € R gibt mit 13— >T. Dies ist dquivalent zu

T
T

?>T(1+x%) &= (A1-D’>T = x>

und die letzte Ungleichung ist fur ein hinreichend grofies x € R (etwa fiir x = % +1)
erfullt.

3) C hat kein Maximum, da 1 ¢ C, wie oben gesehen.

Avurcase 9 (Usuna)
a) Zeigen Sie zunachst

(i) Furk,ne N1 <k <ngilt
n N n\_ [n+ 1
k-1 kKl \ k[
Hinweis: Machen Sie sich die Identitat im Pascalschen Dreieck klar.

(ii) Indexshift: Fur I, m,n € Z und eine Abbildung S : {m+;m+1+1;...;n+1} — C gilt

isaw I = i S(k).
k=m k=m+I

Hinweis: Fiir m,n € Z lasst sich analog zu ) _, S(k) allgemeiner } ;' S(k):=S(m),
Z”” S(k):=Y_,, S(k)+S(n+1) fir alle n > m definieren.
(iii) Fur n € N und Abbildungen S : {1;2;...;n+1} > Cund T : {0;1;...;n} - C gilt

n+1 n

Zs ZT S(n+1)+T(0)+ Z[S(k)+T(k)].
k=1 k=1
b) Beweisen Sie nun den Binomischen Lehrsatz: Fur alle a,b € C und n € IN gilt
= (n
n_ n—k 1,k
(a+Db)" = Z(k)a b*.

k=0

LOSUNGSVORSCHLAG

a) (i) Seienn,k € Nmit 1 <k <n. Dann gilt wegen (n—k+1)! = (n—k+1)-(n—k)! und k! = k-(k—1)!
n ny\_  nl n! _nl-[(n—k+1)+k]  (n+1) _[n+1
(k)+(k—1)_k!(n—k)!+(k—1)!(n—k+1)!_ K(n—k+1)! _k!((n+1)—k)!_( k )

(ii) Um die Identitdt nachzuweisen, mussen wir auf die Definition der Ausdriicke zuruckge-
hen. Nach dem Hinweis seien die gegebenen Summenzeichen analog zu ) }/_, a; definiert.
Es gelten nach Definition

m j+1 j
Zs (k+1) = S(m+1) und Zs (k+1) = Zs (k+1)+S(j+1+1)
k=m k=m k=m



(iii)

sowie

m+1 jHl+1 j+l
Z S(k) = S(m+1) und Z S(k) = Z S(k)+S(j+1+1)
k=m+I k=m+1 k=m+l

fur j > m. Damit sind die beiden Ausdriicke induktiv genau gleich definiert und deswegen
gleich.

Bemerkung: Ausgehend von der Definition von Summen der Form ) }/_, a; konnte die
Summe ) }'_, S(k) fir n > m alternativ auch tiber

iS(k) = mfIS(k— 1+m)
k=m k=1

definieren. Damit ware die Gleichheit der obigen Summen auch sofort klar.

SeienneNund S:{1;2;...;n+1} > Cund T : {0;1;...;n} — C zwei Abbildungen. Nach
Definition des Summenzeichens gilt

n+1

ZS(k) = iS(k)+S(n+ 1) (0.1)
k=1 k=1

und z.B. mithilfe von Induktion lasst sich

iT(k) -
k=0

T(k) = T(0)

>~
I B
—_

zeigen.

Induktionsanfang: Nach Definition gilt fur n =1
0

1
ZT(k)— T(k) = ZT(k)+T(1)—T(1) = T(0).

k=0 k=1 k=0

[\/]H

Induktionsschluss: Fiir ein # € IN und alle Abbildungen T : {0;1;...;n} — C gelte Yo T(k)-
Y 7., T(k) = T(0) (Induktionsvoraussetzung). Sei nun T : {0;1;...;n+ 1} — C eine Abbil-
dung. Wir definieren

T:{0;1;...;n} > C, k> T(k).
Dann lisst sich fir T die Induktionsvoraussetzung anwenden, d.h.,

n n

ZT(k)— ZT(k) = T(0).

k=0 k=1

Damit folgt fur T

iT(k)—iT(k) - i:r(k)w(w 1)—(iT(k)+ T(n+ 1))
k=1

wie zZu zeigen war.



Das gerade Bewiesene bedeutet aber gerade

n
ZT(k) = T(0) + ZT(k). (0.2)
k=0
Addieren von und ergibt unter Verwendung von (!)

Y sw T = Y s+ Y Tk
k=1 k=1 k=1

das Gewtuinschte. Wer mit der Summenschreibweise noch Probleme hat, mache sich
zunachst die Aussage mithilfe der informalen Schreibweise klar:

™
g
=
+

g
=
=z
I

T0)+ T(1)+T(2)+...+T(n)

+S(1)+S(2)+...+S(n)+S(n+1)

n

T(0)+ Z[S(k) +T(k)]+S(n+1).

k=1

b) Induktionsanfang: Die Formel ist klar fiir n = 0 bzw. auch fiir n = 1 wegen ((1)) = (}) =1.

Induktionsschluss: Fiir ein n € N und alle a,b € C gelte (a+b)" =) ;_, (Z)a”‘kbk (Induktionsvo-
raussetzung). Dann gilt (n > n+1)

k
k=0

(Z)ank+1bk+i(’;)ankbk+1_
k=0

=T (k) =:S(k+1)

(a+b)"' = (a+b)(a+b)" = (a+Db) Z(”)an—kbk

k=0

Zunachst berechnen wir furkeIN, 1 <k <n+1

S(k) = S((k-1)+1) = ( " )an<k1>b(k1)+1 _ (kn )a”+1kbk,

k-1 -1



Dann ergibt sich unter Verwendung von des Aufgabenteils a)

(a + b)n+l

n n

M\ n—k+lyk M\ ki k+1
kz(k) b +Z(k)a b
n+1

;T ZSk+1 "’ZT +Zs

a) (iii)

S(n+1)+T(0)+ i[S(k) +T(k)]

SRR AR

a):(i) Py " i(” + 1)an+1_kbk n bn+1

wie zu zeigen war.

AuUrGABE 10 (TuTorIUM)

a) Beweisen Sie die folgenden Aussagen mittels vollstandiger Induktion.

(i) Yo k2 = 2D i alle ne N,
(ii) Fiir jedes n € IN ist die Zahl 42"*! 4+ 3"+2 durch 13 teilbar.

(iii) Es gilt 2" > n? fiir alle n € N mit n > 4.
Hinweis: Zeigen Sie zunéchst n? > 2n + 1 fiir alle n € N mit n > 4.

b) Wo liegt der Fehler im folgenden Induktionsbeweis?

Behauptung: Alle Pferde haben dieselbe Farbe.

Beweis: Wir beweisen, dass in einer Gruppe von n Pferden (n € IN) alle Pferde dieselbe Farbe
haben. Da es endlich viele Pferde gibt, folgt die Behauptung durch die Wahl der entsprechenden
Zahl n.

Induktionsanfang (n = 1): In einer Gruppe, die nur aus einem Pferd besteht, haben trivialerweise
alle Pferde dieselbe Farbe.

Induktionsschluss (1 — n+ 1): Die Behauptung gelte fiir ein # € N (Induktionsvoraussetzung).
Aus einer Gruppe P,...,P,;1 mit n+ 1 Pferden entfernen wir ein Pferd. Die restlichen n Pferde
Py,..., P, haben nach Induktionsvoraussetzung dieselbe Farbe. Nun nehmen wir das entfernte
Pferd zuriick in die Gruppe und entfernen ein anderes Pferd aus der Gruppe. Die Gruppe enthalt
nun wieder n Pferde, zum Beispiel Py,...,P,_1,P,,;. Nach Induktionsvoraussetzung hat nun auch
P, dieselbe Farbe wie zum Beispiel P;. Somit haben alle n + 1 Pferde dieselbe Farbe.

LOSUNGSVORSCHLAG

a)

(i) Induktionsanfang: Zk k=12 =1= 1A+ 1+1)

Induktionsschritt: Die Formel gelte fiir ein n € IN (Induktionsvoraussetzung). Dann folgt




(n—>n+1)

n+1 n

Zkz _ Zk2+(”+1)2 _ nn+1)2n+1) F(n+1)? (n+)(n(2n+1)+6(n+1))
k=1 k=1

6 - 6
(m+1)2n2+7n+6) (n+1)(n+2)(2(n+1)+1)

6 6

ii) Induktionsanfang: Fiir n = 1 ist die gegebene Zahl 421+1 4 31+2 — 91 = 7.13,
(ii) g geg

Induktionsschritt: Die gegebene Zahl sei durch 13 teilbar fiir ein n € IN, also 42"+1 +37+2 =
13k fur ein k € N (Induktionsvoraussetzung). Dann gilt (n —» n+1)

42(1’1+1)+1 + 3(11+1)+2 -16 '421’l+1 +3. 3n+2 — 3(42n+1 + 311+2) +13 '421’l+1 =13. (3k+ 42n+1)'

(iii) Wir zeigen zundchst den Hinweis.
Induktionsanfang: Fiir n = 4 gilt n”> =16 > 9 = 2n+ 1.

Induktionsschluss: Es gelte n? > 2n+1 fiir ein n € N mit n > 4 (Induktionsvoraussetzung).
Dann folgt (n > n+1)

(m+1)2=n?+2n+1>2n+2n+1+1>2n+3=2(n+1)+1.

Ein alternativer, direkter Beweis benutzt im Wesentlichen, dass (n—4) > 0 fir alle k,n € N
und n > 4. Es ist namlich fiur n > 4

2 2 2 nzd
n° =m-4)°+8n-16 = (n—4)*+6(n—-4)+2n+8 > 2n+8 > 2n+1.

Nun beweisen wir mit diesem Wissen die Aussage der Aufgabe.

Induktionsanfang: Fiir n =4 gilt 2" = 16 > 16 = n?.

Induktionsschluss: Die Behauptung gelte fiir ein n € IN mit n > 4 (Induktionsvorausset-
zung). Dann folgt (n - n+1)

2 = 2. 2" > % >+ 2n+1 = (n+1)%

wobei wir fur die letzte Ungleichung den Hinweis benutzt haben.

b) Das Problem ist, dass die Argumentation des Induktionsschlusses nicht beim Schritt von 1
nach 2, also fur n = 1, funktioniert. Aus einer Gruppe von n+ 1 = 2 Pferden konnen wir nicht
zwei verschiedene Pferde entfernen und dabei ein festes Pferd (im Beweis mit P; bezeichnet)
in den resultierenden Gruppen haben. Ware der Beweis erbracht, dass je zwei Pferde immer
dieselbe Farbe haben, so wirde der Induktionsschluss jedoch funktionieren.

Aurcask 11 (Usunc)
a) Sei p ein Polynom iiber C. Wir definieren j(z) := p(Z) fiir alle z € C. Zeigen Sie:
(i) zo ist genau dann eine Nullstelle von p, wenn z; eine Nullstelle von p ist.

(ii) Ist p reell, so ist zy genau dann eine Nullstelle von p, wenn z; es ist.

b) Zeichnen Sie folgende Mengen in die komplexe Zahlenebene:



(i) zeC: Im(z%) <2}, (i) {zeC|lz—il>1 A |z—1-2i|<2}.

LOSUNGSVORSCHLAG

a) In den beiden Aussagen miissen wir jeweils zwei Implikationen ("=" und "<") zeigen.

(i) "

=": Sei z; eine Nullstelle von p. Nach Satz 5.2 (1) der Vorlesung gibt es dann genau ein
solches Polynom g € C|z], dass

p(z) = (2=20)q(2)
fur alle z € C gilt. Dann gilt nach Definition

p(z) = p(2) = (Z-20)q(2) = (z-%)q(2)
fur alle z € C. Dabei verwenden wir wz = wz, sowie @ =z fur alle w,z € C. Insbesondere
ist dann z; eine Nullstelle von p.
"<": Sei nun wy := Z; eine Nullstelle von f := p. Wegen

f(2) == p(z) = p(z)

fiir alle z € C folgt aus "=", dass Wy = 2, eine Nullstelle von f = p ist.

Ist p reell, d.h., existieren n € N, ag, ay,...a, € R mit

so gilt

@r alle z € C, da fiir eine reelle Zahl r € R stets 7 = r und eine komplexe Zahlze C, k € IN,

k=7 gilt. Nach (i) ist zg genau dann eine Nullstelle von p, wenn z; eine Nullstelle von
p ist. Da wir p = p gezeigt haben, ist der Beweis damit geschlossen.

Wegen z2 = x? —y? +i2xy gilt

{zeClIm(z2)<2}:{z:x+iye(13|xy<1}.

Wir unterscheiden drei Fille

1. Fall x > 0. Dann ist y < 1 gefordert.

2. Fall x = 0. Dann ist xy < 1 fir alle y € R erfiillt.
3. Fall x < 0. Dann ist y > 1 gefordert.

10



i 4 Rez

(ii) Zunachst gilt
M:={zeC||lz—i|>1 A lz-1-2i[<2} = {zeC||z-1|> 1} n{z e C||]z— (1 +2i)| < 2},
d.h., M ist der Schnitt eines Kreisaufseren eines Kreises (inklusive des Kreisrandes) um i

mit Radius 1 mit dem Kreisinneren eines Kreises um 1 + 2i mit Radius 2 (exklusive des
Kreisrandes).

Imz

AUFGABE 12 (TuTorIUM)

a) Bestimme Sie den Real- und Imaginarteil der folgenden komplexen Zahlen.

(i) 21:= ﬁilﬂ)z. (ii) zp:= 4531

b) Skizzieren Sie die folgenden Teilmengen der komplexen Zahlenebene
(i) {zeC: |z+1+i]=|z-3-3il|}. (ii) {z€C: |z—i] < Re(z)}.
c) Bestimmen Sie jeweils alle z € C, die die folgenden Gleichungen erfillen.
(i) z>-(3-i)z® —iz+1+3i=0. (ii) |z|> - 4z+3=0.
Hinweis: Bei (i) gibt es eine Losung z der Form z = w + iw mit w € C.

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Bestimme Sie den Real- und Imaginarteil der folgenden komplexen Zahlen.

11



(i) Es gilt

1 (-V3i+1)? _3-2VBi+1 1 V3 i

1
YT B2 (Vi 1)2(—vBi+ 1) 16 8 8

also Rez; =—1/8, Imz, = —V3/8.
(ii) Es gilt

z

1+ 31 1+31 2+2i -4 + 81 1 .
Zy = - = - . - = = ——+1.
2-2i 2-21 2+2i 8 2

Somit ist Rez, = -1/2, Imz, = 1.

b) Skizzieren Sie die folgenden Teilmengen der komplexen Zahlenebene

(i) Wegen |z+1+i|=|z—(-1-1i)| und |z— 3 -3i| = |z— (3 + 3i)| handelt es sich um die Menge
der Punkte in C, die von —1 —i und 3 + 3i denselben Abstand haben, also die Gerade durch
die Punkte 2 und 2i.

Wollen wir dies rechnerisch feststellen, schreiben wir z = x + iy und quadrieren beide
Seiten (es geht dabei keine Information verloren, da beide Seiten nicht negativ sind). Nach
der Definition des Betrages gilt also
lz+1+i|=|z-3-3i| |z+1+i]* = |z—3-3i|
& x+1)+@m+1)°=(x-3)+(-3)°
@x2+2x+1+y2+2y+1 :x2—6x+9+y2—6y+9
©8y=16-8xop=2-x

Imz

(ii) Wir schreiben wieder z = x + iy und stellen zunéchst fest, dass fiir |z —i| < Rez folglich
x =Rez > 0 gelten muss. Also durfen wir wieder ohne Informationsverlust die geforderte
Ungleichung quadrieren und erhalten hierbei

Cry-1P <x* = yp=1
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c)

(i)

Rez‘

I

Wir folgen dem Hinweis und suchen eine Losung der Gestalt z = w +iw = (1 +i)w mit
w € C. Durch Ausmultiplizieren oder unter Verwendung von Aufgabe 9 b) berechnen
wir hierfir

(1+i)?
(1+i)3

1+2i-1 = 2i,
—2+42i=-2(1-1i).

Einsetzen des Ansatzes z = w(1 +1i) in die Ausgangsgleichung liefert
0 =w(1+1)°-GB-i)(1+i)?w?—i(l+i)w+1+3i
= 2(1-1)w’-2(1 +3)w?+ (1 -)w+1+3i

_ o0 _i)w(wz_%)_z(l +3i)(w2_%)

1 1+ 3i

= —2(1—1)(w2——) w+ ,1
2 1-1

~——

=2v

= -2(1 —i)(wz—%)(w—lﬂi)

mit v := (1 +3i)/(2-2i) = (-1 + 2i)/2 wie in Teilaufgabe a) (ii). Damit lauten die Losungen
dieser letzten Gleichung w; := 1/V2 und w, := —1/v2 und w3 := 1 - 2i. Die zugehérigen
Losungen der Ausgangsgleichung lauten dann z; := (1+i)w; = 1/NV2+i/V2, zy := (1 +i)wy =
~1/V2-i/V2 und z3 := (1 +i)ws = (1 +i)(1 - 2i) = 3 —i. Damit gilt z € {+(1/V2 +i/V2);3-i}.

Zunachst stellen wir fest, dass eine komplexe Zahl genau dann 0 ist, wenn sowohl ihr
Real- als auch ihr Imaginirteil 0 ist. Da [z|?> + 3 reell ist, muss folglich der Imaginarteil
von —4zZ gleich 0 sein. Fiir z = x + iy bedeutet dies gerade, dass

0 = Im(~4(x~iy)) = 4y,

d.h., v = 0 gilt. Wir suchen also eine reelle Losung der Gleichung. Mithilfe von quadratis-
cher Erganzung erhalten wir wiederum

0=x?—4x+3 = x> —4x+4-1 = (x—-2)>-1,

d.h.,,z1:=x1:=2+1=3bzw. z,:=x,:=2-1=1.

13



