KARLSRUHER INSTITUT FOR TECHNOLOGIE WS 2015/2016
INSTITUT FOUR ANALYSIS 02.11.2015
Dr. Christoph Schmoeger

Michael Hott, M. Sc.
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3. UBUNGSBLATT

Aurcase 13 (Usunag)
a) Die Folge (a,), sei definiert durch a,, := 113’2”;. Beweisen Sie die Konvergenz von (a,),en
gegen ein a € C uber die Definition, indem Sie zu jedem ¢ > 0 ein solches ny(¢) bestimmen,

dass |a, —a| < € fur alle n > nqy(e) gilt.

b) Definiere a; := 1 sowie fur n € N
1

“1+a,

Angl :

Zeigen Sie, dass dann (a,,),cn konvergiert, und bestimmen Sie den Grenzwert.

Hinweis: Zeigen Sie, dass sowohl (a;,),en als auch (a5,_1),en konvergieren. Berechnen
Sie dazu die Rekursionsvorschrift a,,,, = f(a,) durch zweifache Iteration der gegebenen
Rekursionsvorschrift. Zeigen Sie, dass (a;,,),en und (45,,1)en gegen denselben Grenzwert
konvergieren und folgern Sie mit Beispiel (3) vor Hilfssatz 6.6 der Vorlesung, dass dann
auch (a,),cn konvergiert.

AUFGABE 14 (TuTOoRIUM)

a) Beweisen Sie: Ist (a,),en eine komplexwertige Folge, so gilt: (a,),cn ist konvergent
= (a,,)nenN 1St beschrankt.

b) Zeigen Sie: Ist b € C mit |b| > 1, so divergiert (b"),cN-

¢) Die (reellwertige) Folge (a,),cn sei rekursiv definiert durch a; := V2, a,,; := V2 +a,, fiir
n € IN. Untersuchen Sie die Folge auf Konvergenz und bestimmen Sie gegebenenfalls den
Grenzwert.

Aurcase 15 (Usung)
Zeigen Sie die folgenden Aussagen.

a) Ist p ein (komplexes) Polynom ungleich dem Nullpolynom, so folgt

1

lp(n)] — 1 (n — o0).

b) Ist k € N und z € C mit |z| > 1, so gilt

k
" Lo (n — o0).
Zi’l

Hinweis: Betrachten Sie (+/|n¥/z"|),, und verwenden Sie {/n — 1 fiir n — co.
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AUFGABE 16 (TuToRIUM)

Untersuchen Sie fur die jeweilige Folgenvorschrift den Grenzwert der so definierten Folge
(a,)nen auf Konvergenz und geben Sie gegebenenfalls den Grenzwert an.

a) a,:=V2n?+3n-n. . ( 1)71
b) a,:= V2713 +2n2 + 1 - 3n.

1 n
Yk 8) o ':(“P)
c) a,:= n; .
h) a,:=Vn!
(n+2)%2 —n*? n
d = . 1
) a, e i) a, H(l_ﬁ)'
k=2
1+n3-2n*
e) a,:= 3 a2 j) a,:=Va"+b"+c", a,b,c>0.

Avurcask 17 (Usune)

Zeigen Sie die folgenden Aussagen uber eine beliebige reellwertige Folge (a,),cN-

a) Wenn (a,),cn gegen ein a € R konvergiert, so konvergiert (a;,),cn, definiert durch «, :=
supi{ay : k > n} fur alle n € IN, monoton fallend gegen a konvergiert.

b) Hat (a,,),en den Haufungswert a und ist k € IN, so hat auch die Folge (b,,),,en mit by, 1= a,,,x
fur alle N den Haufungswert a.

AUFrGABE 18 (TuToRrRIUM)
a) Sei (a,),en eine solche komplexwertige Funktion derart, dass (a;,),en und (a3,),en gegen
denselben Grenzwert konvergieren. Konvergiert dann auch (a,),,?
b) Finden Sie Beispiele fiir Folgen mit den folgenden Eigenschaften.
(i) (a,)men habe jedes z € {1, (+1 +1)/V2, +i,(F1 +i)/V2} als Hiufungswerte.
(ii) (by)nen habe jede natiirliche Zahl als Haufungswert.

(iii) (c;)nen habe keinen Haufungswert und sei weder nach oben noch nach unten
beschrankt.

(iv) (d,)nen konvergiere gegen 2015, sei aber nicht monoton.

(v) (en)nen habe 0 als einzigen Haufungswert, jedoch konvergiere (e,),cn nicht.
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