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LOSUNGSVORSCHLAGE zUM 3. UBUNGSBLATT

VORBEMERKUNG

Der kirzeren Notation halber werden wir in der Losung fur eine (komplex- oder reellwertige)
Folge (a,,),en stets (a,,), schreiben. Falls die Indexmenge von IN abweichen sollte, wird dies speziell
erwahnt.

Avurcase 13 (Usung)

a) Die Folge (a,) sei definiert durch a,, := ,132”;. Beweisen Sie die Konvergenz von (a,),en

gegen ein a € C Uber die Definition, indem Sie zu jedem ¢ > 0 ein solches 1((¢) bestimmen,
dass |a, —a| < € fur alle n > ngy(e) gilt.

b) Definiere a; := 1 sowie fiir n € N
1

Cl+a,

Ant1

Zeigen Sie, dass dann (a,,),en konvergiert, und bestimmen Sie den Grenzwert.

Hinweis: Zeigen Sie, dass sowohl (a;,),en als auch (a3,,_1),en konvergieren. Berechnen
Sie dazu die Rekursionsvorschrift a,,,, = f(a,) durch zweifache Iteration der gegebenen
Rekursionsvorschrift. Zeigen Sie, dass (a,,),en und (a2,_1),en gegen denselben Grenzwert
konvergieren und folgern Sie mit Beispiel (3) vor Hilfssatz 6.6 der Vorlesung, dass dann
auch (a,),en konvergiert.

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Indem wir im Zihler und Nenner n? ausklammern und die aus der Vorlesung bekannte Tatsache
verwenden, dass # gegen 0 konvergiert fiir n — oo, sehen wir anhand der Rechenregeln fiir
konvergente Folgen, dass

3n? 3

a,, = - =
Tomrai 14k

-3 (n — o0).

Wir mochten die angedeutete Konvergenz anhand der Definition explizit nachrechnen. Sei
dazu ¢ > 0 beliebig. Es gilt

3n? -3i 3 3 3 3
|[,Zn—3|:I 2 - — |:| > |: < :_2\_
n<+1 ne+1 Vind+1 Vnt2 n n

Falls wir nun ny(¢) als die kleinste ganze Zahl grofer als ¢/3 wahlen, erhalten wir

| w
w

la, -3 < = <

no(e)

fur alle n > ny(e). Damit ist die Konvergenz gezeigt.



b) Wir berechnen zunichst die Rekursionsvorschrift a,.,, = f(a,), um eine Rekursionsvorschrift
fur (b,),, b, = ay, fur alle n € N, bzw. (c,),, ¢, := ay,_1 fur alle n € IN, zu erhalten. Dazu
iterieren wir zweimal die gegebene Rekursionsvorschrift. Es gilt fir n € IN

1 1 Lta, _ 1

l+a,. 1+ 2+a, 2+a,

1+a,

Apny2 =

Damit gelten dann folgende Rekursionsvorschriften fur (b,,), bzw. (c;),:

1 1 1
b = =1- =1- bzw. =...=1- .
n+1 aA2n+2 2+ay, 2+0, ZW.  Cyy1 2+c,

Um eine Idee fiir das zu Zeigende zu erhalten, berechnen wir zunachst ein paar Folgeglieder
von (a,),. Einsetzen ergibt

a; = 1

a, = 1/2

as = 2/3

ay = 3/5 = 39/(5-13)
as = 5/8

ae

8/13 = 40/(5-13).

Man erkennt, dass die ungeraden Folgeglieder fallend und die geraden wachsend sind. Diese
Beobachtung wollen wir verallgemeinern, d.h., wir zeigen, dass (b,,),, = (a5,,), eine wachsende
und (c,), = (a3,_1), eine fallende Folge ist. Da (b,), und (c,), rekursiv definiert sind, bietet es
sich an, einen Induktionsbeweis zu wagen.

Induktionsanfang: Esist b, =a4=3/5>1/2=a,=b;und c; =a3;=2/3<1=ay =¢;.
Induktionsschluss: Seien fur festes n € N b,,,; > b, und ¢, < ¢, (Induktionsvoraussetzung).
Mit der obigen Rekursionsvorschrift erhalten wir dann (n — n+1)

1 1

b =]l-——>1-—+ = b,.q,
n+2 2+bn+1 2+bn n+1

sowie

— <
24+ ¢4 24c¢y,

Cny2 = = Cn+ls

was den Induktionsschluss schlief3t.
Als Nachstes zeigen wir, dass sowohl (b,), als auch (c,), beschrankt sind, indem wir die
Beschranktheit von (a,,), zeigen. Genauer zeigen wir

0 <ag, <1

tur alle n € IN. Da alle Folgeglieder von (a,), (einheitlich) beschriankt sind, sind es insbesondere
auch die geraden bzw. ungeraden.

Induktionsanfang: Es ist 0 < a; =1 < 1, damit ist die Behauptung fiir n = 1 gezeigt.
Induktionsschluss: Sei nun fiir festes n € N 0 < a,, < 1 (Induktionsvoraussetzung). Dann gilt

1
1+a,

0< << <1

N =



nach Rekursionsvorschrift also gerade 0 < a,,; < 1.

Da nun (b,), und (c,), jeweils beschrankt und monoton sind, folgt aus dem Monotoniekri-
terium (6.3), dass sie konvergieren. Es seien also b, c € R derart, dass b,, — b und c,, — ¢, wenn
n — oo. Daraus folgt mit Satz 6.2 (4), dass auch

1 1 . 1 1
— —> —— SOwle —_ —
2+b, 2+0 2+c¢, 2+c

im Grenzfall n — oo gelten. Wir betrachten nun in den jeweiligen Rekursionsvorschriften von
(b,), bzw. (c;), den Grenziibergang n — co und erhalten
1 1 1 1
1-—— bzw =1- 1 .
24b, = 2+b W € e 2+c,  2+c

beby=1-

Umformen der dadurch erhaltenen Gleichung ergibt gerade

1+b

b=-— o b+b=1
2+b
1+

c = ¢ s Pte=1
2+c¢

Losen dieser Gleichung (z.B. durch quadratische Ergianzung) ergibt jeweils die Losungen
(-1 +v/5)/2. Dajedoch (-1 —/5)/2 < 0 und (b,,), und (c,), jeweils nicht-negative Folgen sind,
sind nach Satz 6.2 (2) auch ihre Grenzwerte nicht negativ. Daraus ergibt sich b = c = (-1 +v5)/2,
d.h., (b,), = (az,),, und (c,,), = (a2,,_1), konvergieren gegen denselben Grenzwert. Mit Beispiel
(3) vor Satz 6.6 daraus, dass auch (a,), gegen (-1 + V5)/2 konvergiert.

AUFGABE 14 (TuToRrRIUM)

a) Beweisen Sie: Ist (a,),en eine komplexwertige Folge, so gilt: (a,),cn ist konvergent
= (a,),eN ist beschriankt.

b) Zeigen Sie: Ist b € C mit |b| > 1, so divergiert (b"),cN-

¢) Die (reellwertige) Folge (a,),cn sei rekursiv definiert durch a; := V2, a,,,; := V2 + a,, fiir
n € IN. Untersuchen Sie die Folge auf Konvergenz und bestimmen Sie gegebenenfalls den
Grenzwert.

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Die Folge (a,), konvergiere gegen ein a € C. Somit existiert ein solches ny € IN, dass
la, —al <1 Vn 2 ng.
Daraus folgt insbesondere

la,| < |a,—al+ |al <1+ |a] VYn = ng,

womit diese unendlich vielen Folgenglieder beschrankt sind. Ubrig bleiben nur noch endlich
viele Zahlen ay,...,a, _;, die durch den Betrag ihres groiten Elements beschrankt sind. Es gilt
also fur alle n € N

la,| < max{la;l,..., lay,_1l, lal + 1} =: C < co.

Man beachte, dass C eine von n € IN unabhéngige Schranke ist. Daher ist (a,,), ist beschrankt.



b)

In Aufgabenteil a) haben wir gesehen, dass aus Konvergenz einer Folge ihre Beschrianktheit
folgt. Die Kontraposition dieser Aussage bedeutet, dass aus der Unbeschréanktheit einer Folge
folgt, dass sie divergiert. Nach Folgerung 4.12 (1) finden wir wegen |b| > 1 zu jedem K > 0 ein
N € N mit |b|N > K. Damit gibt es keine obere Schranke von (b"),, und deswegen divergiert

(0%)y-

Wir zeigen zunachst per Induktion, dass die Folge monoton wachsend ist.

Induktionsanfang: Es gilt a, = V2 +a; = V2+ V2> V2 = a;.

Induktionsschluss: Es gelte a,,,; > a,, fur ein n € N (Induktionsvoraussetzung). Dann folgt

1V
Apy2 = \/2 +au > \/2+an =0u+1s

wobei sich nach Lemma 4.13 und der Definition der Wurzel die Ungleichung 2 +4,,; >2+a,
auf die Wurzel uibertrdgt. Nun zeigen wir, dass die Folge nach oben beschrankt ist.
Behauptung: a, <2 VnelN.

Induktionsanfang: Da 2 < 4 gilt nach Lemma 4.13 auch a; = V2 <V4=2.

Induktionsschluss: Es gelte a,, < 2 fur ein n € IN (Induktionsvoraussetzung). Dann folgt

1V
1 =\2+a, < V2+2=Va=2.

Damit ist die Folge (a,),, monoton wachsend und nach oben beschrankt, nach Vorlesung (6.3)
demnach konvergent gegen ein a € R. Die Beschrianktheit der Folge nach unten durch 0 (!)
ubertragt sich wegen Satz 6.2 (2) auf den Grenzwert. Dazu wihle man als Vergleichsfolge
jeweils die konstante Folge 0, um

a, 2 0¥YnelN =>a >0

zu erhalten. Um den Grenzwert zu berechnen, betrachten wir die Rekursionsvorschrift und
auf beiden Seiten den Grenziibergang n — oo.

a<—an+1:\/2+an—>\/2+a (0.1)

Die Konvergenz der rechten Seite der Gleichung sieht man wie folgt ein: Offensichtlich
konvergiert (b,),,, wobei b, := 2 +a,, fir alle n € IN gesetzt werde, gegen b := 2 + 4. Weiter gilt
wegen der Monotonie der Wurzel und der obigen Abschdtzung fur a bzw. a,, n € N,

2-V2 < \/2+ﬂn+\’2+ﬂ=\/b—n+\@

fir alle n € N. Dann gilt

|bn_b| |an_a|
Wb, — Vb| = < ,
" b, + Vb 242

weswegen mithilfe von |a,,—a| — 0 fiir n — co (Konvergenz von (a,,), gegen a) (Vb,,), = (V2 +a,,),
gegen b = 2 + a konvergiert.

Aus Gleichung (0.1)) folgt damit @ = V2 +a. Es folgt a®> = 2+ a und somit a = 2 oder a=—1. Da
a > 0ist a = 2 der korrekte Grenzwert.



Avurcask 15 (Usung)
Zeigen Sie die folgenden Aussagen.

a) Ist p ein (komplexes) Polynom ungleich dem Nullpolynom, so folgt

1

lp(n)] — 1 (n — o0).

b) Ist k € N und z € C mit |z| > 1, so gilt

k
LN (n — o0).
ZVl

Hinweis: Betrachten Sie (+/|n¥/z"|), und verwenden Sie {/n — 1 fiir n — co.

LOSUNGSVORSCHLAG
a) Sei p ein komplexes Polynom vom Grad N € N, d.h., es existieren ag,ay,...,ay € C mit

N

o)=Y o

k=0
tur alle z € C. Beachte, dass ay # 0 nach Forderung des Grades N gilt.

n<nN

fur alle n € N, k € Ny mit 0 < k < N gelten zunachst

N N
<) laglnt < (Zmu)nN,
kIO k:O

sowie

N-

N-1 N-1 1N—1
N k N N-1 N
0> b= Y o] b = 3 > fl =l o1 =¥l ),
k:O kZO k:O

k=0

._.

%Zi\]:_ol lax| — 0, wenn n — oo, gibt es zu ¢ := |ay|/2 ein solches ny(¢), dass

tur alle n > ngy(e). Fur diese n > ny(¢) gilt dann

N-1
1 la
S5 N _ 1 S 19N
ot > ¥l ) > 5

Insgesamt gilt also fiir jedes feste n > ny(¢)

ol < (Dau)



und somit schliefdlich (wir benutzen Lemma 4.13 zur Monotonie der Wurzel)
jax| Y
=11 e 0 < Jfip(m] < § (Zlakl)V"nN S1-1=1
k=0
fur n — co. Nach Satz 6.2 (3) folgt die Behauptung.

b) Seien k € N und z € C mit |z| > 1. Die Idee des Beweises beruht auf der Beobachtung, dass
wegen Vnk — 1, wenn n — oo, (s.0.) auch

1
— —<1
|z]

nk

zh

n

fiir n — oo gilt. Potenzieren dieses Grenzwertes ergibt, dass (n*/z"), auf eine noch zu for-
malisierende Weise durch die geometrische Folge (g"),, mit 1/|z| < (1 +|z])/(2|z]) =: g < 1 (!)
dominiert wird und daher wegen Satz 6.2 (3) gegen 0 konvergiert. Da (V/nk),, von oben gegen 1
konvergiert, ware (1/|z]"),, eine zu scharfe obere Schranke, die (n*/z"), nicht dominiert. Daher
"weichen" wir diese obere Schranke etwas "auf", indem wir stattdessen (g"),, wahlen.

Wegen Unk - 1, wenn 1 — oo, (s.0.), finden wir zu ¢ := (|z] — 1)/2 ein ng(¢), dass

n 1+
Vik < 1+¢ = 2|Z|

tur alle n > ngy(e). Fir n > ny(e) gilt somit

nk 1+|z] " "
<= < =4
z" 2|z|
und daher 5
0—0<|—=|<4q">0
Z?l

wenn n — oo. Mit Satz 6.2 (3) folgt das Behauptete.

AurGaBEe 16 (Tutorium)

Untersuchen Sie fur die jeweilige Folgenvorschrift den Grenzwert der so definierten Folge
(ay)nen € CN auf Konvergenz und geben Sie gegebenenfalls den Grenzwert an.

a) a,:=V2n?2+3n—-n. . 1\"
f) Ay = 1—; .
b) a,:= V2713 +2n2+ 1 -3n.

Li=1k n
c) a,:= 2
h) a, := Vn!
+2 42 42
d) an;:%_ - n 1
n 1) a4, = —p .
k=2
1+n3-2n*
e) a,:= T3t j) a,:=Va"+b"+c", a,b,c>0.



LOSUNGSVORSCHLAG

a)

c)

d)

e)

f)

Wir zeigen, dass (a,,), divergiert, indem wir zeigen, dass es unbeschrankt ist. Es gilt fiir n € N
a,=V2n2+3n-n > V2n2—n = (V2-1)n.

Da (V2-1)>0 gilt, wachst also (a,), und ist wegen der Unbeschranktheit der Folge (1),
auch nicht beschrankt.

Wir versuchen analog zur vorherigen Aufgabe vorzugehen, indem wir Formel 4.9 (1) verwen-
den. Zunachst gilt fir nicht-negative a,b > 0

a—b = -V = (Na- Vo) + Vo + V).
Diese Tatsache wollen wir im Folgenden ausnutzen. Es gilt namlich

2
2743 2 2743 2 743 2 2
237m3 1 2m2 + 1 — 3 (V27n° +2n* + 3n)(V27n° +2n?+1 +3n-V27n°+2n?+1+(3n)°)

a, = 5
V27n3 +2n2+1 +3n-V27n3 + 202 +1 + (3n)2
~ 2n? + 1 _ 2+
- 2 - 2
V27u3 +2n2+1 +3n-V27n3 +2n2 + 1+ 9n? 3/27+%+% +3.a/27+%+%+9
2
— =
27

wenn 71 — co. Dabei haben wir im vorletzten Schritt mit n? gekiirzt und schlielich Satz 6.2
(4) verwendet.

n(n+1)

Nach Vorlesung gilt } _, k = ==—. Somit folgt

n2+n l+i 1 (n )
a,, = = —_— — — 090).
"oon? 2 2

Mit Formel 4.9 (1) gilt wiederum

V282 2o YH (24 ik A, 41-k
an:(n+ ) n :( ) 2 kol ) :22( +n ) -84 (1= o)

1Al n4l n
—1(n—o00)
Wir benutzen AurGase 15 b) um zu sehen, dass
2 3
1+n3-2n* n%wir%—% 0 ( )
a, = = — n— 00).
2 4
n3" —4n - 57

Es gilt (fur n > 2)

an:(l_l)n:(n—l)n: 1 _ 1 _);:e_l (Tl—)OO)

n



g) Es gilt

1+— 1+— \/1+—2
n

Der Ausdruck in der Wurzel ist eine Teilfolge der Folge (( ) )n, welche gegen e konvergiert
beziehungsweise deren Folgenglieder nach Vorlesung alle zw1schen 2 und 3 liegen. Damit folgt

1%%<an<%—>l

fur n — oo und damit a,, — 1 fiir n — oo nach Satz 6.2(3).

h) Konvergente Folgen sind nach Aufgabe 14 a) beschrankt. Wir zeigen, dass (a,,) e unbeschrankt
ist, womit es nicht konvergent sein kann. Sei dazu k € IN. Es gilt

(2k)! =2k (2k=1)-...-(k+1)-k-...- 1 > k*.
N————

k Faktoren, jeder >k 21

Fur alle n € IN gilt damit

Ay = 2,12[(2112)! > 2»12/(712)”2 _ 202 n2n2 .

Da die natiirlichen Zahlen, laut Vorlesung, nicht nach oben beschrankt sind, ist (a,),cn nicht
nach oben beschrankt.

i) Es gilt

- 1 T k?-1 “y(k+1)(k-1) k-1\TT7k+1
“"—ﬂ(l‘k—z)—ﬂ e T‘( N
k=2 k=2 k

(7 K ﬁk+1 A7k kel\nel msl 1
B k+1 kK] 2 k+1 k n 2n 2
k=1 k=2 k=2

= |l

fir n — co. Dabei haben wir einen Indexshift von der ersten zur zweiten Zeile durchgefiihrt
(vgl. Aufgabe 9 a) (ii)).

j) Esgilt

max{a,b,c} = \/(max{a b,c))" < Var + b+ " < V_\/ (max{a, b, c})* — max{a, b, c} (n — 00),

also a,, — max{a, b, c} fiir n — co nach Satz 6.2 (3).

Avurcase 17 (Usung)
Zeigen Sie die folgenden Aussagen uber eine beliebige reellwertige Folge (a,),eN-

a) Wenn (a,),cn gegen ein a € R konvergiert, so konvergiert (a,,),en, definiert durch «,, :=
sup{ay : k > n} fur alle n € IN, monoton fallend gegen a konvergiert.

b) Hat (a,,),en den Haufungswert a und ist k € IN, so hat auch die Folge (b,,),,cn mit by, 1= a,,,¢
fur alle IN den Haufungswert a.



LOSUNGSVORSCHLAG

a) (a,), ist monoton fallend, denn wie in der Vorlesung gesehen, gilt fur A C BC IR, dass supA <
sup B. Somit folgt
an =supfax: k>n+1}<supfay: k>nl=a,

fir beliebiges n € N, d.h. («,), ist monoton fallend. Nun zeigen wir die Konvergenz gegen a.
Dazu sei € > 0. Dann finden wir ein ny(e) € IN mit

€
la, —al < 5 Vn = mng(e).

Sei nun n > ny(¢). Nach dem eben Gesehenen gilt also a — § < a; <a+ 5 fiir alle k > n, womit
a—- 5 eine untere und a + 5 eine obere Schranke der Menge {ay : k > n} ist. Deshalb gilt nach
Definition . c

a—ESan:inf{ak: k > n} <supfay : k>n}<a+§,

somit |a, —a| < § < fiir alle n > ny(¢). Dies bedeutet nach Definition gerade die Konvergenz
von (a,), gegen a.

b) Sei k € N und a ein Haufungswert von (a,,),,. Dann existiert eine Teilfolge (anj )j von (ay),, die
gegen a konvergiert. Da (n); nach Definition der Teilfolge streng wachsend ist, gibt es einen
Index jj derart, dass nj, > k gilt. Definiere nun

My = Mjorej, ~k

fur alle j € IN. (m;); ist nun ebenfalls eine streng wachsende Folge natiirlicher Zahlen und
(bmj)j konvergiert gegen a. Sei ndamlich ¢ > 0. Dann existiert wegen der Konvergenz von (@)
ein Index J € IN derart, dass |a,l/_ —a| < e fur alle j > J. Das bedeutet aber gerade

|bmj_a| = |amj+k_a| = |an]-,1+]-0 —a| <e

tur alle j > J, da j—1+j, > J fur alle j > ] gilt. Insbesondere ist also (bm]_)]- eine gegen a

konvergente Teilfolge von (b,,), und damit ist a ein Haufungswert von (b,,),,.

AuUFrGABE 18 (TuToRrRIUM)
a) Sei (a,),en eine solche komplexwertige Funktion derart, dass (a;,),en und (a3,),en gegen
denselben Grenzwert konvergieren. Konvergiert dann auch (a,,),,?
b) Finden Sie Beispiele fiir Folgen mit den folgenden Eigenschaften.
(i) (a,)men habe jedes z € {1, (+1 +1)/V2, +i,(F1 +i)/V2} als Hiufungswerte.
(ii) (by)nen habe jede natiirliche Zahl als Haufungswert.

(iii) (cy)nen habe keinen Haufungswert und sei weder nach oben noch nach unten
beschrankt.

(iv) (d,)nen konvergiere gegen 2015, sei aber nicht monoton.

(v) (e;)nen habe 0 als einzigen Haufungswert, jedoch konvergiere (e, ),cn nicht.

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Die Antwort lautet: Nicht immer. Ist (a,), konvergent, so konvergieren auch (a,,), und (as3,),
gegen denselben Grenzwert. Wahlen wir jedoch a,, := a3, := 1 und ag4,,_5 := 0 fiir alle n € IN



und die sonstigen Folgeglieder beliebig, so konvergiert (a,,), nicht, obwohl (a,,), sowie (a3,),
gegen 1 konvergieren. Beachte dabei, dass 671 — 5 nicht durch 2 oder 3 teilbar ist.

b) Es wird jeweils ein Beispiel genannt, von denen es noch viele mehr gibt.
n
(i) ay:= (\’75(1 +i)) fiir alle n € N,

(ii) (bp)n:=(1,1,2,1,2,3,1,2,3,4,...).
(iii) ¢, :=(=1)"n fir n € N.
)
)

(iv) d,,: _2015+( " fiir alle n e N.
(v) e :=0, exps1 _kfur alle k € IN.
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