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4. Übungsblatt

Aufgabe 19 (Übung)
a) Zeigen Sie, dass eine komplexe Folge (an)n∈N genau dann konvergiert, wenn sie eine

Cauchyfolge ist.

b) Sei (an)n∈N beschränkt und besitze höchstens einen Häufungswert. Zeigen Sie, dass dann
(an)n∈N bereits konvergiert.

c) Es sei

an := (−1)n +
1
n

für alle n ∈N. Bestimmen Sie liminfn→∞ an und limsupn→∞ an.
Hinweis: Zeigen Sie zunächst, dass für beliebige reelle Folgen (αn)n und (βn)n mit αn 6 βn
für alle n ∈ N stets limsupn→∞αn 6 limsupn→∞βn und liminfn→∞αn 6 liminfn→∞βn
gelten.

Aufgabe 20 (Tutorium)
a) Sei (an)n∈N eine solche komplexe Folge, dass (an+1 − an)n∈N eine Nullfolge ist. Konvergiert

(an)n∈N?

b) Zeigen Sie, dass für eine reelle Folge (an)n∈N

liminf
n→∞

an = − limsup
n→∞

(−an)

gilt.

c) Bestimmen Sie für die jeweilige Folgenvorschrift limsupn→∞ an und liminfn→∞ an. Seien
für n ∈N

(i) an := |bn|, wobei

bn =


3
2 , n = 4k für ein k ∈N(

1+in√
2

)n
, n , 4k für alle k ∈N .

(ii) an = (1 + (−1)n)n −n!,

(iii) an =


1 + 1

2n , n = 3k für ein k ∈N
2, n = 3k − 1 für ein k ∈N
2n, n = 3k − 2 für ein k ∈N

,
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Aufgabe 21 (Übung)

Seien für alle n ∈NMn eine abzählbare Menge und

1⋃
j=1

Mj :=M1 und
n+1⋃
j=1

Mj :=

 n⋃
j=1

Mj

∪Mn+1

für alle n ∈N. Zeigen Sie, dass dann auch
⋃n
j=1Mj für alle n ∈N abzählbar ist.

Bemerkung: Es gilt sogar, dass
⋃∞
j=1Mj :=

⋃
j∈NMj (vgl. Aufgabe 3a)) abzählbar ist.

Aufgabe 22 (Tutorium)
Für n ∈N sei an := 1√

n
+ (−1)n+1

n .

(i) Zeigen Sie: Es gilt an > 0 für alle n ∈N und limn→∞ an = 0.

(ii) Zeigen Sie, dass die Reihe
∑∞
n=1(−1)nan divergent ist.

(iii) Warum ist das Leibnizkriterium hier nicht anwendbar?

Aufgabe 23 (Übung)
a) Beweisen Sie den Cauchyschen Verdichtungssatz: Ist (an) eine monoton fallende Folge mit

an > 0 für alle n ∈N, so gilt

∞∑
n=1

an konvergiert ⇐⇒
∞∑
k=0

2ka2k konvergiert.

b) Sei 0 < q ∈Q. Zeigen Sie, dass

∞∑
n=1

1
nq

konvergiert ⇐⇒ q > 1.

Aufgabe 24 (Tutorium)
Untersuchen Sie die nachstehenden Reihen auf (absolute) Konvergenz und bestimmen Sie bei
b), d) und i) den Reihenwert.

a)
∞∑
n=1

(
n− 1
n

)n

b)
∞∑
n=1

(−1)n
23n−1

32n

c)
∞∑
n=1

(−1)n

2n+ (−1)n

d)
∞∑
n=0

n∑
k=0

(
n
k

)
2−n−k

e)
∞∑
n=1

n2 + 3
n3 − 5n+ 1

f)
∞∑
n=1

nkqn, k ∈N, |q| < 1

g)
∞∑
n=1

3
√
n+ 1− 3

√
n

√
n

h)
∞∑
n=1

in
√
n

i)
∞∑
n=1

3n+ 4
n(n+ 1)(n+ 2)

Am 27.11.2015 findet die Übung im Redtenbachhörsaal (Geb. 10.91) statt.
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