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LOSUNGSVORSCHLAGE ZUM 4. UBUNGSBLATT

Aurcase 19 (Usung)

a) Zeigen Sie, dass eine komplexe Folge (a,),en genau dann konvergiert, wenn sie eine
Cauchyfolge ist.

b) Sei (a,),en beschrinkt und besitze hochstens einen Haufungswert. Zeigen Sie, dass dann
(a,)nen bereits konvergiert.

c) Essei

1
a, = (—1)” + ;

tur alle n € IN. Bestimmen Sie liminf,_,, a, und limsup,_, 4a,.

Hinweis: Zeigen Sie zunachst, dass fur beliebige reelle Folgen («,,), und (B,), mit a,, < 8,
fur alle n € IN stets limsup,_, a, < limsup,_, B, und liminf,_, a, < liminf,_, B,
gelten.

LOSUNGSVORSCHLAG

a) "=": Diese Implikation haben wir bereits in der Vorlesung gesehen. Der Vollstandigkeit halber
wiederholen wir an dieser Stelle das Argument. Sei (a,,), konvergent gegen a € C und ¢ > 0
beliebig. Dann existiert ein rny(¢) € IN mit

€
la, —al < > Vn 2 ny(e).
Dann gilt fur m, n > ny(e)
e €
la, — an| < la, —al+ |a_am|<§+§:€r

womit (a,), eine Cauchyfolge ist.

"<": Sei (a,), eine Cauchyfolge. Wir verwenden die Beobachtung, dass eine Cauchyfolge
stets beschrankt ist und dass die Konvergenz einer Teilfolge einer Cauchyfolge bereits die
Konvergenz der urspriinglichen Folge impliziert.

Wahle dazu zunichst N; € IN derart, dass

|an_am|<1 Vm;rl>N1.
Dann gilt fur alle n > N;
la,| < |an_aN1|+ |ﬂNl|<l+ |LZN1|::C<OO

Da die ersten N; — 1 Folgeglieder von (a,,), durch das Maximum ihrer Betrage beschrankt sind,
ist folglich die gesamte Folge beschrankt. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf; folgt nun,



dass eine konvergente Teilfolge (a,, )x von (a,), existiert, die gegen ein a € C konvergiert. Wir
zeigen als Nachstes, dass dann bereits (a,), gegen a konvergiert.
Wegen der Cauchyeigenschaft von (a,), dirfen wir ein Ny € IN derart wahlen, dass

|an_am| < &/2

fir alle n,m > Nj gilt. Danach wéhlen wir ein ko € IN derart, dass n;, > Ny und

&
|a1/lk0 - al < E

gelten (wieso ist dies moglich?). Damit gilt fur n > N,

& &
|an_a| < |an_ank0|+|ank0_a| < §+E = g

womit die Konvergenz gezeigt ist.

Da (a,), beschrankt ist, besitzt es nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl mindestens einen
Haufungswert und wegen der Voraussetzung daher genau einen Haufungswert. Wir bezeichnen
diesen Haufungswert mit a € C. Wie wir in Aufgabe 18 b) (v) gesehen haben, gentigt es nicht
fur eine Folge, nur einen Haufungswert (in C) zu haben, um die Konvergenz zu erzwingen.
Hier geht entscheidend die Forderung der Beschranktheit ein. Wir werden durch einen
Widerspruchsbeweis zeigen, dass (a,,),, gegen a konvergiert.

Wir nehmen also an, dass (a,,),, nicht gegen a konvergiert, d.h. nach Definition der Konvergenz,
es existieren ein € > 0 und unendlich viele n € IN mit |a,, — a| = €. Wir wihlen ein solches ¢ > 0
und eine Teilfolge (a,, )r von (a,), derart, dass

|ank_a| > € (1)

fur alle k € N gilt. Da nun auch (a,, ) beschrankt ist, existiert (nach dem Satz von Bolzano-
Weierstraf3) eine weitere Teilfolge (ank,)l' die gegen ein b € R konvergiert. Wegen (1) gilt im

Grenzfall I — oo und wegen Satz 6.2 (1) bzw. (4)
lb—al —la,, ~al > ¢,

d.h. |b—al| > ¢, insbesondere also b # a. Da nun (ank[ ); auch eine Teilfolge von (a,,), ist und diese
gegen b konvergiert, ist b # a nach Definition ein Haufungswert. Dies ist ein Widerspruch, da
wir angenommen haben, dass (a,,), hochstens einen Grenzwert hat. Deswegen konvergiert

(an)n gegen a.

Wir zeigen zunachst den Hinweis. Seien dazu (), und (f,), reelle Folgen mit a,, < §,, fur alle
n € N. Definiere b,, := sup{ﬁk|k >n}fur neIN. Dann gilt firn€e N und k > n

akgﬁk<bnl

also insbesondere sup{ay|k > n} < b,,. Im Grenzfall n — co erhalten wir somit limsup,_,  a, <
limsup,_, . B,. Mithilfe von Aufgabe 20 a) erhalten wir dann

liminfa, = -limsup(-a,) < —-limsup(-f,) =liminfp,.
=00 n—oo n—00 n—00



Nun zur eigentlichen Aufgabe. Wir stellen zunachst fest, dass fur alle n € IN

1
-1+-<4g, < 1+-
n n

gilt. Mit dem eben Gezeigten und mit Satz 6.9 (1) und (5) gilt

1 1
-1 = lim (—1+—) = liminf(—1+—) < liminfa, < limsupa,
n—oo n n—oo n n—oo Hn—00

< limsup(l—k%) = lim (1+l):1,

n—co n—00 n
d.h, liminf, ,a, > -1 und limsup,_, a4, <1. Auflerdem gelten

1 1
o= (- —— = 14
fan-1 = (1) 2n—1 -1

1
—-1 und ay, = 1+— —>1,
2n
wenn #n — oo. Damit sind —1 und 1 Haufungswerte von (a,,),,. Mit Satz 6.9 (4) gelten dann

-1 < liminfa, = minH(a,) < -1 und 1 > limsupa, = maxH(a,) > 1
=00 n—00

und deswegen sind liminf, , a4, = -1 und limsup,_, a, = 1.
Bemerkung: Es gilt ganz allgemein fiir alle Hiufungswerte a in RU {+oo} einer reellen Folge

(an)n

liminfa, < a < limsupa,,.

n—-oo N—00

Aurcase 20 (Tutorium)
a) Sei (a,),en eine solche komplexe Folge, dass (a,,,1 — 4,),en eine Nullfolge ist. Konvergiert
(@) nen?

b) Zeigen Sie, dass fiir eine reelle Folge (a,),en

liminfa, = —limsup(-a,)
=00 n—o0

gilt.

c) Bestimmen Sie fiir die jeweilige Folgenvorschrift limsup,,_, 4, und liminf, ., a,. Seien
furne N

(i) a, :=|b,|, wobei

%, n=4k fureinkelN
_ o n
b = (1“ ) nz4k firalle ke N
V2
(ii)) a, =(1+(-1)")"—n!,
1+%, n =3k furein ke N
(iii) a, =4{ 2, n=3k-1 fireinkelN )

2", n=3k-2 fiureinkelN



LOSUNGSVORSCHLAG

a) Die Antwort lautet: Nicht immer. Konvergiert (a,,), bereits, so ist (4,1 — a,,),, eine Nullfolge.
Definiert man andererseits

fur alle n € N, so gilt a,,1 —a, =

= 1
a, = ZE
k=1

—L- — 0, wenn n — co. Jedoch divergiert nach Vorlesung

bekanntermafien die harmonische Reihe, welche wir im Grenzfall # — oo erhalten.

b) Aus dem Beweis von Aufgabe 7 b) folgt, dass fir n € N

inflay : k > n} = —sup{—ax : k > n}

gilt. Daraus folgt die Behauptung.

c) (i)

Ist n = 4k fir alle k € IN, so gilt i” € {+i,—1} (wieso?). Dann gilt fur n = 4k, k € N

|1+i” e

<
V2 V2

Daher gilt fir beliebiges n € N a,, < %, also nach dem Hinweis von Aufgabe 19 c) auch
limsup,_, . a, < 3/2. Aulerdem gilt (a4,), = 3/2 — 3/2, wenn n — oo, also ist

limsupa, = 3/2.

n—-oo

Umgekehrt ist a,, > 0 fiir alle n € N und ay4,,, = 0 — 0, wenn n — oo, und daher

liminfa, = 0.
n—-o0

Es gilt fiir alle n € IN wegen der Monotonie der Potenz (Lemma 4.13)

2 n
ay, < 211_”! = n'[(ﬁ) —].:|

Wegen /n! — oo, wenn 1 — oo, (vgl. Aufgabe 16 h)) gibt es ein 1y € IN derart, dass fiir
alle n > ng

2 1

— < =

n! 2

Wegen der Monotonie der Potenz gilt dann wiederum
2 \" 1 1
V! 2

tur alle n > ng. Insbesondere gilt fiir alle n > n

a, < n'[(vi_') —1] < -nl/2
n!

und damit ist

liminfa, < limsupa, < limsup(-n!/2) = —oo,
=00 n—00 n—00



d.h. liminf, , 4, =limsup,_,_ a, = —oo.

(iii) Es gilt fur allen e IN
1
> 1+ ﬁ
Damit und mit a3, =1+ 27" — 1, wenn n — oo, gilt liminf, ,a, = 1. Da (asz;_p)
nach oben unbeschrankt ist, ist dies auch die ganze ganze Folge (a,), und daher ist
limsup,,_, . a, = co.

Aurcase 21 (Usunc)

Seien fiir alle n € N M,, eine abzdhlbare Menge und

UM =M, und UM [UM]uMn+1

j=1

fir alle n € IN. Zeigen Sie, dass dann auch U7=1 M; fur alle n € N abzahlbar ist.
Bemerkung: Es gilt sogar, dass U;; M; := Ujen M; (vgl. Aufgabe 3a)) abzéihlbar ist.

LOSUNGSVORSCHLAG

Da dies eine Aussage Uber natiirliche Zahlen ist und die gegebenen Terme rekursiv definiert sind,
bietet sich ein Induktionsbeweis an.

Induktionsanfang: Trivialerweise ist U}':l M; = M, abzéhlbar. Der erste nicht-triviale Fall erscheint
bei n = 2, den wir auch einsehen mochten. Da M; und M, abzahlbar sind, existieren surjektive
Abbildungen f; : IN - M; und f, : N — M,. Dann definieren wir

filn+1)/2), fallsn=2k-1 fireinkelN

f:lN—)MlUMz; nH{fz(Tl/Z), fallsnzzk fiireinkEIN )

Es lasst sich leicht zeigen, dass f surjektiv ist.
Induktionsschluss: Sei nun fiir festes, aber beliebiges n € IN U?:l M; abzdhlbar (Induktionsvoraus-

setzung). Dann ist (n > n+1)
n+l n
U = UM] UMy

=t =

nach dem Induktionsanfang und wegen der Induktionsvoraussetzung abzihlbar.

AUFGABE 22 (TuTorIUM)

. . 1 (_1)n+1
FurneINselan::WJr -

a) Zeigen Sie: Es gilt a,, > 0 fur alle n € N und lim,,_,,, a,, = 0.

b) Zeigen Sie, dass die Reihe } " ;(-1)"a, divergent ist.

¢) Warum ist das Leibnizkriterium hier nicht anwendbar?

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Furn=1ista, =2>0. Fur n> 1 ist v/n <n bzw. % < <. Deshalb gilt:

(_1)n+1

=

sl-
Sl-



Die Konvergenz von (a,),cn gegen 0 ist klar wegen % — 0 und % — 0 fur n — oo.

b) Nach dem Leibniz-Kriterium ist die Reihe } ;7 ; % konvergent. Ware die Reihe } ;7 ,(-1)"a,

konvergent, so ware auch die Reihe

SR R |
;ﬁ Zl( 1>an—;n

konvergent (wieso gilt das Gleichheitszeichen?). Aus der Vorlesung ist jedoch bekannt, dass

die harmonische Reihe ) >, % divergent ist. Also muss die Reihe ) ;> ,(-1)"a, divergieren.

c) Die Folge (a,), ist nicht monoton. Dies konnten wir auch relativ schnell (aber unschén) zeigen,
indem wir die Differenzen ay; —ay,,1 und a1 — asx,, betrachten, es ist jedoch nicht notig,
denn: Ware (a,), monoton, so waren alle Voraussetzungen des Leibnitzkriteriums erfiillt und
Y orq(=1)"a, wiirde konvergieren, ein Widerspruch zu b).

Aurcask 23 (Usung)

a) Beweisen Sie den Cauchyschen Verdichtungssatz: Ist (a,) eine monoton fallende Folge mit
a, > 0 fir alle n € IN, so gilt

[Se] o0
Zun konvergiert — 2kay  konvergiert.
n=1 k=0

b) Sei 0 < g€ Q. Zeigen Sie, dass
Z—q konvergiert = q>1.
n=1 "
LOSUNGSVORSCHLAG

a) Seiens,:=)/ jarundt, =)} , 2Ka.

Wir nehmen zunichst an, dass } 7, 2K a konvergiert. Fiir n < 2/ gilt (da (a,), monoton
fallend ist)

0<s,<aj+(ar+az)+...+(az +...+az+_q)

(S
<ap+2ar+4ags+...+2a5 =t; < szazk < oo.
k=0

Also konvergiert auch } 17, ay, da (s,), monoton wachst (a,, > 0) und nach oben beschrankt ist.
Umgekehrt nehmen wir nun an, dass Y {2, a; konvergiert. Fiir n > 2/ gilt dann
c 1 1
oo > Zuk >s,>ap+ar+(az+ag)+...+(agr-1.1+...+a5) > Eal tay+2ag+...+2 ay = Eti'
k=1

Also konvergiert dann auch ) ;2 2%x,r, da (t;); monoton wichst (a, > 0) und nach oben
beschrankt ist.



b) Mit a; := % haben wir
2Ka, = 2k(2F)~1 = 2(1-9)k,

Damit ist
(] (o]
szazk = Zxk mit x := 2179,
k=0 k=0

Die Reihe konvergiert genau dann, wenn |x| < 1, also wenn g > 1. Mit Teil a) konvergiert
Y % also genau dann, wenn g > 1.

AUFGABE 24 (TuTOoRIUM)

Untersuchen Sie die nachstehenden Reihen auf (absolute) Konvergenz und bestimmen Sie bei
b), d) und i) den Reihenwert.

n=1 n=0 k=0 n=1

S 23n—1 L) n2+3 0 i
b) ) (-1)"—3 e) h) ) —

3 _
— 32n ;n 5n+1 = \Vn
= (=1)" = R 3n+4
f " kelN,l|gl<1 - -
) )2ty ) ;” 1 9 i) ;n(n+1)(n+2)
LOSUNGSVORSCHLAG

a) Seia, := (%)” fur n € N. Es gilt (siehe Aurcase 16 f))

1\ 1
an:(l—;) —>€¢0 (n—>00)

Damit ist a,, keine Nullfolge und Z;"Zl(%)” divergent.

b) Seia, :=(-1)" 2;];1. Es gilt

an:(_l)n (32)n :E

%.(23)71 1 8)n
9]

Damit erhalten wir wegen eine geometrische Reihe (bis auf das fehlende nullte Reihenglied),
die wegen |-8/9| < 1 konvergiert, und es gilt

L2511 8\" .\ _1{ 1 4
Y oS =35 )l

n=

Auflerdem konvergiert die Reihe auch absolut mit

= 231 (8" 1/ 1
= — —_ —]7 = — -—1 = 4,
> =50 05) ) =3l )

n=1 n=0

c) Seia, := % Es gilt




Da} 7, 31—n divergiert (als Vielfaches der harmonischen Reihe), konvergiert die Reihe nicht
absolut. Es gilt allerdings a,, = (-1)"b,, mit b, = 2n+(1——1)” Diese Folge ist positiv und konvergiert
wegen

1 < 1 < 0 ( )
S S — — n— oo
2n+(-1)" " 2n-1 " n

gegen 0. Auflerdem ist sie monoton fallend wegen

Byt — bopss = ——\ ! =0
kT T 00k 41 2k+1)-1

1 1 1 1 4

boks1 —boksn = 22k+1)-1 2(2k+2)+1 T ak+1 4k+5 (4k +1)(4k +5) >0

o0 (71):)” demnach.

fur k € N. Nach dem Leibnitzkriterium konvergiert die Ausgangsreihe ) 77, T

Definiere
n n k n n
n n\(1 1 3 3
= 2—71—’( :2—11 (_) ‘1n—k:2—n 1 1 2 n: . :(_) .
o k—O(k) é(k) 2 U172 =2 5 =3

Dabei haben wir im drittletzten Schritt den binomischen Lehrsatz (vgl. Aufgabe 9 b)) verwen-
det. Infolgedessen konvergiert ) 7 ,a, (auch absolut), da es eine geometrische Reihe ist. Der

Reihenwert betragt
c (3)" 1
) (3) ==t
n=0 4

. 2 .
Seia, := n3”_5+n3+1. Es gilt

n? 1

a, > ———s = —.
"7 mdend T 2n
Dabei haben wir sehr grob 1 mit #° nach oben und —57 mit 0 nach unten abgeschitzt. Nach
dem Minorantenkriterium divergiert folglich die betrachtete Reihe ) ;> a,,.

Sei a,, := n*q". Falls q = 0 ist, so ist (a,), die konstante Nullfolge. Sei nun g # 0. Wir definieren
z:=1/q. Es gilt |z| > 1. Nach dem Beweis Aufgabe 15 b) finden wir einen Index n,, ab dem

y 1+
ﬂ g j <1
4 2|7|

fur alle n > n gilt. Nach dem Majorantenkriterium konvergiert dann } 2, 4, absolut, da es

. . . D . : . . -1 .
durch eine geometrische Reihe majorisiert wird. Die restlichen Reihenterme ZZ“Zl a, sind

endlich. Daher konvergiert dann auch die gesamte Reihe ) ;7 ; a,,.

n+1

Sei a,, := Tn_% Es gilt

1 1 1
Va(J(n+1)2 + J(n+ Dn+ Vi?) S 3ynvnZ  3n7°

a, =

(o)

pIpaa # konvergiert nach Aufgabe 23 b) und daher konvergiert auch ) ;” 4, nach dem
Majorantenkriterium.



h) Seia, := IT Die Reihe } ;7 \/» konvergiert nach Aufgabe 23 b) nicht absolut, da |a,| = L/

Sei n = 2k fur ein k € IN. Dann gilt

Ay = —— .
*~ 2k 2k

Sei nun n = 2k + 1 fur ein k € INy. Dann gilt
2k+1 k
-1
. =i ) .
V2k+1  V2k+1

Ark+1 =

Deshalb gilt

ES)

ZRean = i( )

k=1

ﬁ‘
»
[\°]
»
+
[am—

00 _1k
oY ime, =y 2D
n=1 k

=0

Da die beiden Folgen (ﬁ)k und (\/%)k monoton fallende Nullfolgen sind, konvergieren

beide Reihen nach dem Leibnitzkriterium und damit per definitionem auch die Reihe } ;"

nl\/"
: . 3n+4 :
Seia, := WM Es gilt
2 1 1
0 < = ———-
= LT UE1 ne2
Damit finden wir
N N N N N N+1 N+2
2 1 1 2 1 1
DI N N S M S I
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1 n=2 n=
1 2 1 5
=241-=———— - (N
3 N+l N2 o2 Woe

Das heif$t, ) 7 ; a,, konvergiert absolut und der Reihenwert betréagt 5/2.



