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HOHERE MATHEMATIK FUR DIE FACHRICHTUNG PHYSIK
LOSUNGSVORSCHLAGE zUM 5. UBUNGSBLATT
Aurcask 25 (Usung)
Betrachten Sie die Reihe Y °, 277+(-1)",
a) Was kann man mit dem Quotientenkriterium tiber die Konvergenz der obigen Reihe sagen?

b) Was kann man mit dem Wurzelkriterium tber die Konvergenz der obigen Reihe sagen?

LOSUNGSVORSCHLAG
Definiere a,, := 27"*(-1)" fiir alle n € N.

a) Es gilt fur gerades n € IN

= An+1| _ 272 _ 1
n- a, 2-n+1 8’
sowie fur ungerades n € N
a 27"
c. = ntl | _ -2
" a, 2-n-1

Damit gilt limsup,_, ¢, = 2 > 1 sowie liminf,_,,,c, = 1/8 < 1. Damit lasst sich Uber das
Quotientenkriterium keine Aussage uber die Konvergenz der Reihe machen.

b) Esist
n 1
limsup Vla,| = limsup2 1+ =

n—oo n—o0 2

Den Grenzwert erhalten wir, indem wir folgende Abschatzung und den Hinweis von Aufgabe
19 ¢) verwenden:

1{/ 2—1 1/7’[ < 2_1+( n/?’l < 2—1%'
Nach dem Wurzelkriterium konvergiert nun die Reihe } }” ; a,,.

AUFGABE 26 (TuToRrIUM)

Untersuchen Sie die nachstehenden Reihen auf (absolute) Konvergenz.
n n' 8 )
n=1 n=1
= (2n)! = 1
b —
) Z (3n)"n! Z on

=
—
x

= — 1]_[k 1 2k 1)
C) ZF Z \/_ Z 3n 241
n=1 n=1 n=1



LOSUNGSVORSCHLAG

a) Seia, :=(=1)" fiir n € N. Es gilt (siche Aurcase 16 f))

" 1
an:(l—;) —>E¢0 (n — o0).

Damit ist a,, keine Nullfolge und Zf[’zl(%)” divergent.

b) Definiere a,, := % Es gilt
Ayl (2n+2)!(3n)"n! B (2n+2)(2n+1)( n )” _ (2n+2)2n+1) 1 _)i<1
a, | 2un)!B3(n+1)*(n+1)!  3(n+1)? n+l) — 3n+1)2 (1+ly " 3e

wenn #n — oo. Damit konvergiert )} ; a,, nach dem Quotientenkriterium absolut.
c) Seia, := YTE Da {/n — 1 fur n — oo gilt, ist {/n beschriankt, also {/n < C fiir eine Konstante
C > 0. Somit folgt
n_C
Y <=

|a1/l| = | = |'
n. n.

Da} 2, % konvergiert (gegen C(e — 1), siehe Vorlesung), konvergiert auch ) ;7 i/—,ﬁ absolut
nach dem Majorantenkriterium.

d) Definiere a, := 2"n!/n". Dann gilt

Apt1
an

_ 2"+ )" ( n
C 2mpl(n+ 1) T\n+l

n 2
) - —-<1,
e
wenn 1 — oo (siehe b)). Daher konvergiert ) 7 ; a,, nach dem Quotientenkriterium absolut.

e) Seia,:= %(ﬂ)”z. Es gilt

n
1 1\
ﬂllgn| = E(l-f-;) — g >1 (Tl-)OO)

Deshalb divergiert } ”; %(%)”2 nach dem Wurzelkriterium.

f) Definiere a, := (e'/" — 1)/4/n. Zunichst gilt nach Aurcase 29 B) n(e!/” —1) — 1, wenn n — co.
Das heif3t dann nach Definition der Konvergenz, dass ein 1y € IN derart existiert, dass

In(el/”—l)‘ < %

tur alle n > ng gilt. Fur diese n > n, gilt dann

e1/11 -1
N7

Da nach Aurcase 23 B) Y o2, n~%2 konvergiert, konvergiert insbesondere Ynen, n~32. Damit
konvergiert dann ) ;7 a,, also auch } 7, a, absolut nach dem Majorantenkriterium.

bl <

|an| :I n3/2 = 2n3/2°



g) Definiere
%, falls n =k! fiurein ke N
a, = ! .
n 0, sonst

Wir behaupten
Z ! Z“”
n=1 n=1

Sei dazu n € IN zundchst fest. Dann gibt es genau ein (!) k,, € IN derart, dass k,,! <n < (k, + 1)!.
Insbesondere gilt n — oo genau dann, wenn k,, — co. Es gilt fur die Partialsumme

o :
a o
" ' (n=1)!
fur alle n € N. Da nach Vorlesung
= Indexshift = 1
= — =g,
Z n!
n:l n=0

konvergiert ), a, nach dem Majorantenkriterium absolut.

h) Definiere a,, := Dann gilt

[Ti- (2k 1)°

(DT (2k-1)  n+1 _)l
o oat k-1 2m+l 02

An+1
ay

wenn 1 — co. Damit konvergiert ) > ; a, nach dem Quotientenkriterium absolut.

i) Definiere a,, := ;_T”r: Dann gilt

n

3n+l/n -0,

Vian| =

wenn 1 — oo. Damit konvergiert ) 7, 4, nach dem Wurzelkriterium. Der Leser begriinde,
warum diese Konvergenz gilt.

Aurcask 27 (Usunc)
a) Zeigen Sie, dass die Reihe

1 1 1 1 1

V2 V3 Vi 5 Ve

konvergiert, die daraus durch Umordnung entstehende Reihe

I+ ———+—=+

LIRS U D T
Vi V2 N5 VT A

jedoch divergiert.



b) Weisen Sie nach, dass das Cauchyprodukt der konvergenten Reihe aus a) mit sich selbst
divergiert.

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Die Reihe

NI BV T IS o ST S P
AR AR D) Bl

konvergiert nach dem Leibnizkriterium, weil (\/Lﬁ)nen\] eine monoton fallende Nullfolge ist. Es

gilt

RS DS DS SRS U S S i( 1 1)()
_————t — 4 — - — 4+ — 4+ — - . *
V3 V2 N5 N7 VA N9 VIT Ve =\ \an-3 V-1 von

Fir jedes n € IN ist

1+1—1>1+1—1:L—1_(1_L),L>0
Van—3 Nan—-1 V2n V4n Vin 2n n \2n NN

Da} ;7 \f divergiert, ist (1 — T) Yot \f eine divergente Minorante fur die Reihe in (*).

b) Wie wir gesehen haben, ist die konvergente Reihe aus a) gegeben durch

0 1)n+1 s (_1)11
; Vn Z n+1l

n=0

(_1)71

Sei nun a,, :=
n+1

selbst gilt

fur n € Ny. Fur das Cauchyprodukt ) ¢, der Reihe } ;7 ,a, mit sich

=

n—k k
(-1)
c, = ay
" £ Z'\/n k+1 \/k+1 Z'\/n k+1-Vk+1
Mit
0<(Va-Vb)?2=a-2vaVb+b o aVb<i(a+b) (firab>0)
folgt

n

- 1 1
lcnlzzx/n—k+1-\/k+1 Z ln—k+1+k+1) :Z

k=0 2 k=
2(n+1) 2+2/n 52 )
— 00).
n+2 n+2  1+2/n

Demnach ist (c,), keine Nullfolge und damit ) ;> ;c, divergent.

AurGase 28 (Tutorium)

Sei |z| < 1. Bestimmen Sie den Reihenwert, indem Sie die Reihen geeignet als Cauchyprodukt
darstellen.



a) inz" b) inzzzn

n=1 n=1

LOSUNGSVORSCHLAG

Der Konvergenzradius beider Potenzreihen ist 1, da

lim {/n = lim Vn2 =1.

n—-o00 n—-o0

Somit sind beide Reihen fir |z| < 1 absolut konvergent und fiir |z| > 1 divergent. Fiir |z| =1 ist der
Betrag der Folgenglieder, also n bzw. n?, keine Nullfolge, weshalb auch dort Divergenz folgt (siehe

auch Vorlesung). Kommen wir nun zum Reihenwert, wobei ab nun |z| < 1 vorausgesetzt sei.

a) Es gilt (siehe Vorlesung)

Somit folgt Y > (n + 1)z" = ﬁ Die geforderte Reihe miissen wir nun nur noch leicht

umformen, um auf diesen nun bekannten Reihenwert zuriickgreifen zu konnen. Wir berechnen

C C dex-Shif

_1 Index-Shift
E nz”:z-g nz"~1 e z-E (n+1)z".
n=1 n=1

n=0

Somit folgt

ann - (1 _ZZ)Z'

n=1

b) Aus der Vorlesung ist bekannt, dass

Damit folgt

n=1 n=0 k= n=0 k=0 n=0
= 2(2(22)”) : (Zk(z2)k) DRk
n=0 k=0 n=0

Mit Teil a) erhalten wir schliefllich

inz(zz)”zl 1 ' z? B z2 _ z? ( 2 1): 22 ‘1+22:
= 1-2z2 (1-22)2 (1-2z2)2 (1-z?)2 \1 (



Aurcask 29 (Usuna)
a) Rechnen Sie nach, dass die aus der Vorlesung auf R bekannten Formeln

e'? = cos(z) +isin(z), sin’(z) + cos®(z) = 1,

auch fir z € C gelten.
b) Zeigen Sie
lim n-(el/”—l) = 1.

n—oo

c) Beweisen Sie, dass fiir z = x +iy

eV +e7?

sin(z) = sin (x)( 5

) +1icos (x)(

eV —e_y)

cos(z) = cos (x)( e +2e_3’ ) —isin (x)( e _26_}} ),

und schlieSen Sie daraus, dass die beiden Funktionen auf C unbeschrankt sind.

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Wir fangen auf der rechten Seite der ersten Gleichung an und beobachten, dass

—iz iz _

1 . , P . 1 . . .
cos(z)+isin(z):E(elz+e_lz)+%(elz—e_lz):E(elz+e +e %) =e¥?

e %) =¢'
i
Zudem gilt
1 . . 1 . . 1 . ‘ . .
cos? (z) +sin? (z) = Z(elz +e %) Z(elz —eTi7)2 = Z(e212 +2+e 22 (2724 M) =1,
b) Nach Sarz 7.14 (2) gilt
1/n
1/n _ e -1 L i
(e =1)-1] = S -1] < Se o0
wenn 1 — oo. Damit gilt
: 1/n _ —
JLI& n (e 1 ) 1.
c) Es gilt
sin(z) = ?( Z_e™) = ?(eixe_y e ¥e?) = —((cos(x) +isin(x))e™ — (cos(x) —isin(x))e?)
i i i
) eV +e™¥ eV —¢Y ) eV +e ¥\ | eV —e™¥
= sin(x) + cos(x) - =sin(x) +1icos(x)
2 21 2 2



und analog

cos(z) = %(eiz +e7?) = %(eixe_y —eTi¥eY) = %((cos(x) +isin(x))e™ + (cos(x) —isin(x))e?)

= cos (x)(e? +2e—y ) +isin (x)(e_yz_ e ) = cos (x)(el’ +2e—y ) - isin(x)( e’ _2e—y )

Fur die Unbeschranktheit begeben wir uns auf die imaginare Achse (also x = 0 und somit
sin(x) = 0, cos(x) = 1). Es gilt fiir y > 0 (also 0 <e™¥ < e = 1 < e¥ wegen Monotonie)

e?—-e? eV 1

> ~
2 2 2

jsin(iy)| =

ey +e? &Y

2 2

|cos(iy)| =

Da nach Vorlesung supf{e? : y € R} =cound 0 <e? <1 fir y <0, gilt auch sup{e?: v >0} = co.

Somit existiert zu jedem C € R ein yc > 0 mit e¥c > 2C + 1, also ech > ech - % > C und somit

sowohl [sin(iy)| > C als auch |cos(iy)| > C.

AurGABE 30 (TuTorIUM)
Zeigen Sie mit Hilfe der Additionstheoreme die folgenden Formeln fiir alle z,w € C.

a) sin(2z) = 2sin(z) cos(z) b) cos(2z) =1-2sin*(z) = 2cos¥(z) -1

¢) sin(z) +sin(w) = 2Sin(z;w) Cos(z_zw) d) cos(z)+cos(w) = 2cos(z-;w) cos(z_zw)

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Das Additionstheorem sin(z + w) = sin(z)cos(w) + cos(z)sin(w) liefert fiir jedes z € C

sin(2z) = sin(z + z) = sin(z) cos(z) + cos(z) sin(z) = 2sin(z) cos(z).

b) Ebenso folgt aus cos(z+ w) = cos(z)cos(w) —sin(z)sin(w) die Gleichung

cos(2z) = cos(z + z) = cos(z) cos(z) — sin(z)sin(z) = cos(z) — sin*(z).

Wie wir in AurcaBe 29 a) gesehen haben, gilt die aus der Vorlesung bekannte Formel cos*(z) +
sin’(z) = 1 auch fiir jedes z € C. Somit folgt

(1 -sin%(z)) - sin¥(z) = 1 — 2sin%(z),

cos?(z) — (1 —cos?(z)) = 2cos*(z) - 1.

cos’(z) —sin’(z) = {

¢) Nach den bekannten Additionstheoremen und Aurcase 29 b) gilt

w523
R e B EE AR E e




m()()(() (w)+cos(§)sm(%))(“’s(§)w [5)+
(3 ()()()(()

o 552 {5 e ool oG e )5 oo 5 e
:2cosz(§)cosz(%) 2sin2(§)sin2(%)
R
- (1 - 23in2(§))+ (1 - 2sm2(%)) Y cos(z) + cos(w)

Avurcask 31 (Usung)
a) Welche Funktionen von C nach C werden durch die folgenden Potenzreihen dargestellt?

— n-1
1) Z(:+1

|
n=0 ) n=0

b) Bestimmen Sie jeweils eine Potenzreihenentwicklung der Funktion f um die angegebene
Entwicklungsstelle z;. Wie grof3 ist dabei der Konvergenzradius?

i) f:C—>C, z—sinz, zp=1
(i) f:C\{-L, 1} >C z> 2=, 2=0

1-z-222"
2
3

1
Hinweis: In Teil (i) hilft die Gleichung == = 15 + 125

{-1

, 5} weiter.

NI>—‘

LOSUNGSVORSCHLAG

a) (i) Die Potenzreihe lasst sich als Differenz zweier Potenzreihen darstellen:




Die erste Reihe ergibt e*, die zweite liefert fur z = 0 den Wert 2 und fiir z = 0 gilt

> 2, 2w 1 g 22 2,
== =) T =Z(ef-1).
Z(n+1)!z zz(n+1)!z sz! z(e )
n=0 n=0 k=1
Insgesamt folgt: Die von )}, (:;11)! z" dargestellte Funktion f : C — C ist gegeben durch
2e* -2 —2)e*+2
fO)=eP—2=1, fmer- T2 ETATRZ Ly

z z

(ii) Hier ergibt sich gemafl der Reihendarstellung der Sinus-Funktion fiir jedes z€ C

2(2(;1):)'(2:_{_ 1)2n+2 — (Z+1)Z%(Z+l)2"+l — (z+1)sin(z+1).

(i) Wir kennen die Potenzreihen fir sinz und cos z um die Entwicklungsstelle 0. In Verbindung
mit dem Additionstheorem fir sinz ergibt sich fur jedes z€ C

f(z)=sin(1+(z—1)) =sin(1)cos(z—1)+cos(1)sin(z—1)

= Sln(l) Z ((2](;' (Z— 1)2k + COS(l) Z (2(k +)1)'( _ 1)2k+1 — Zan(z_ 1)71
k=0 k=0 n=0
mit
. (_1)n/2
sin(1) R falls n gerade,
a, := 2 (n € Ny).
cos(1) = )n! , falls n ungerade

Der Konvergenzradius der Reihe ist offensichtlich co.

(ii) Fur jedesze C\ {-1, %} erhalten wir unter Verwendung des Hinweises

£(2) 1-2z 2/3+ 1/3 2 1 +1 1
Z) = = - _ - .
1-z-22z2 1+z 1-2z 31-(-z) 31-(22)

Fur |z <1 gilt

n=0
und fur |2z| < 1 ist
11 IR
_ —— 22)"
31-(22) 3 ) (22)
n=0
Hiermit folgt fiir jedes z € C mit |z| < min{1, %} = %

mit a,, := %(—1)” + %2” = %(2(—1)" +2"), n € Ny. Wegen lim,,_,, +/|a,| = 2 betrdgt der
Konvergenzradius der Potenzreihe 27! = 1.



Bemerkung: Die Darstellung 1_12:‘;2 = 12132 + 11/232

(— Partialbruchzerlegung): Wegen 1 —z—2z% = (1 + z)(1 — 2z) machen wir den Ansatz

kann man auf die folgende Weise erhalten

1-2z a b
= +
1-2z-2z?2 14z 1-2z

und miussen die Konstanten a,b € IR berechnen. Die rechte Seite dieser Gleichung liefert

a_ . b a(l-2z)+b(1+2) a+b+(-2a+b)z
l+z 1-2z  (1+2)(1-22)  1-z-222
Die Darstellung gelingt also, wenn a+ b =1 und —2a+ b = -1 sind. Dies bedeutet a = %

undb:%.

AurGase 32 (TuTtorium)

Fur welche x € R bzw. z € C konvergieren die folgenden Potenzreihen?

o 2n+1 0 v 1,
a) Z(n—l)zx e) ZZ z d) Z 2
n=2 n=0 n=1 k=1
= _y — 1 — (z+ 3i)"
n(1+(-1)"),.2n _
c) Ze X Z«n' z-2i)" f) "
n=1 n=1 n=1
LOSUNGSVORSCHLAG
a) Fiir a, := (2n+1)/(n-1)? gilt
la,l  2n+1 n?> _ 2+1/n L moo 2
a1l (n=1)2 2n+3  (1-1/n)2 2+3/n 2

Die Reihe hat daher den Konvergenzradius 1. Wir miissen nun noch die Rander des Konver-
genzintervalls, also x = =1 und x = 1, untersuchen. Dies liefert die zwei Reihen

= 2n+1 = 2n+1
d .
Z(n— un Z(n—l)z

n=2 1) n=2

Die Konvergenz der ersten Reihe wird durch das Leibnizkriterium garantiert, denn

2n+1  2(n-1)+3 2 . 3 >2+3 2n+3
an = = = >t = ——— =a,,.
" (n-1)2 (n—1)2 n-1 (n-12"n n? n2 il

Die zweite Reihe hingegen divergiert wegen a,, > 2n/n* = 2/n und des Minorantenkriteriums.
Insgesamt: Die Reihe konvergiert nur fur x € [-1,1).

b) Wegen {[1/n!] = 1/3/n! 2%, 0 hat diese Reihe den Konvergenzradius oo, d. h. sie konvergiert
fiur alle ze C.

1+(-1)")

c¢) Die Reihe hat die Form } 77, agxF mit a,, = e und a,,,,1 = 0 fur alle n € IN. Somit ist

|en1+

e?"2" —e, n gerade,
n ungerade,

10



und wegen "/|ay,,1| = 0 fur alle n € IN folgt limsup,_, v/|ax| = e, d. h. die Potenzreihe hat
den Konvergenzradius e™!. Fiir x = +e™! ergibt sich die Reihe

ien(l+(—l)”)e—2n )

n=1

Diese Reihe ist divergent, da fiir gerades n gilt: e"(1+(-1))e=2" = 212" = | 4 0 (n — o). Die

Potenzreihe konvergiert daher nur fiir x € (—e~!,e7!).

Bemerkung 1: Man kann auch y := x? setzen und Y 22, ¢"1*(=1)")p" betrachten. Diese Reihe hat
Konvergenzradius e 2, d.h. sie ist konvergent fiir [y| < e~2 und divergent fiir |[y| > e~2. Hieraus
folgt dann Konvergenz fiir |x| < e~! und Divergenz fiir |x| > e~
Bemerkung 2: Man kann auch direkt das Wurzelkriterum auf } ;> e
D.h., man betrachte

limsup +/le"1+D"x2n] = limsupe* " |x?| = e?[x|%.

n—-o0 n—-o00

n(1+(=1)")x2n anwenden.

Nach dem Wurzelkriterium konvergiert dann ) ;7 e"1+=1" 27 £ir alle |x| < e”! und divergiert
fiir alle |x| > e~!. Fiir die Randpunkte verwendet man die obige Diskussion.

n—-oo

Fiara,:=1+ % +...+ % gilt offenbar 1 < a,, < n. Wegen WH—(X)) 1 folgt hieraus +/|a,| — 1.
Die Potenzreihe Y | a,z" hat also den Konvergenzradius R = 17! = 1. Fiir |z| = 1 konvergiert

die Reihe nicht, denn dann gilt |a,,z"| = a,, 7%, o0, d.h. die Reihenglieder konvergieren nicht
gegen 0. Konvergenz der Reihe liegt also nur fir |z| < 1 vor.

Auch diese Potenzreihe hat den Konvergenzradius 1, denn

n 1 n —>00 O, z| < 1,
12z = 42l = 21" - { ;

oo, |z|>1.

Auf dem Rand des Konvergenzkreises liegt keine Konvergenz vor, denn fiir |z| = 1 gilt 22"’ =
2"+ 0 (1 — o0). Die Reihe ) ;7 21z’ konvergiert somit nur fir |z| < 1.

Fur den Konvergenzradius R von } ;7 (2232’.)" =) oo ay(z+3i)" mita, := % ergibt sich wegen
limsup +/|a,| = limsu ! =1
el Vil =P )2

R =17! = 1. Die Potenzreihe } &, (H:zi)” konvergiert also fiir z € C mit |[z+3i| < 1 und divergiert

fur z € C mit |z + 3i| > 1. Fir z e C mit |z + 3i| = 1 gilt

+3i" 1
= 12 2z| == fir jedes n € IN.
n n

’(z+3i)”
2

Wegen der Konvergenz von ), ; % ist die Reihe } 77, (thzi)n fur |z+ 3i| = 1 nach dem Majoran-

tenkriterium konvergent. Also konvergiert die Reihe genau fur z € C mit |z + 3i| < 1.
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