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HOHERE MATHEMATIK FUR DIE FACHRICHTUNG PHYSIK

LOSUNGSVORSCHLAGE zUM 6. UBUNGSBLATT

Aurcask 33 (Usung)

a)

Es sei

b(x) =

1-x*> firxe[-1,1],
0 fur x < -1 oder x > 1.

Wir definieren f,(x) = b(x —n) und g,(x) = @ fir n € IN. Untersuchen Sie die Funktionen-

folgen (f,,), und (g,), auf punktweise und gleichmaflige Konvergenz.

Sei f,(x) = ﬁ fur n € N und x € [0, 0). Untersuchen Sie die Funktionenfolge (f,), auf
punktweise Konvergenz. Wieso kann sie nicht gleichmaflig konvergieren? Konvergiert sie

auf (0, 00) bzw. [a,c0) mit a > 0 gleichmafSig?

Es sei fur alle n € IN
fu:10,00) > R, sin(xn)- %
gegeben. Untersuchen Sie die Funktionenfolge (f,), auf punktweise und gleichmafiige
Konvergenz.
Hinweis: Sie diirfen verwenden, dass es eine reelle Zahl 7t € R derart gibt, dass fiir alle

ungeraden k € N
sin (k1t/2) =1

gilt.

Es sei

(o)

f:I->R x> er_kx.

k=1

Bestimmen Sie die Menge I aller derjenigen x € R, fiir welche die Reihe ) /7, xe % kon-
vergiert. Konvergiert die Reihe auf [0, 1] gleichméfig?

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Wir zeigen, dass (f,), punktweise, aber nicht gleichmaig gegen die Nullfunktion konvergiert.
Sei dazu zunidchst x € R fest. Dann gilt fur allen > x+1

fulx) = b(x—n)

Insbesondere ist dann lim,,_,, f,,(x) = 0. Das bedeutet aber gerade nach Definition, dass (f,),
punktweise gegen die Nullfunktion konvergiert. Damit kann (f,),, nicht gleichmaf3ig gegen eine
andere Funktion als die Nullfunktion streben, da gleichméfSige Konvergenz stets punktweise
Konvergenz impliziert (siehe VL). Um einzusehen, dass (f,), nicht gleichmafiig gegen die
Nullfunktion konvergiert, stelle man sich vor, dass im Grenzfall n — oo (f,), nicht gleichmafliig



"nach unten gedriickt" wird. Diese informelle Sprache wollen wir mathematisch einsehen. Um
dies zu zeigen, gentigt es, eine untere Schranke ¢ > 0 und eine Folge (x,,),, derart zu finden, dass

|fu(x,) =0 > €

fur alle n € N gilt. Anschaulich wird klar, dass wir eine solche Folge (x,,), so konstruieren,
indem wir z.B. mit dem Maximum von (f,), "mitlaufen". Genauer gilt fiir x,, :=n, n € N,

|fn(xn)_0| = b(()) =1

Damit konvergiert (f,), nicht gleichmaflig gegen die Nullfunktion.
Anders verhalt sich dies bei (g,,),. Aus der punktweisen Konvergenz von (f,), folgt direkt fir
beliebiges x € R

gn(x) = %fn(x)—>0,

wenn n — co. Damit konvergiert auch (g,), punktweise gegen die Nullfunktion. Um die
gleichmifige Konvergenz einzusehen, verwenden wir Sarz 7.18 (1), nach dem es genugt,
die Konvergenz von (g,), gegen die Nullfunktion unabhingig von der Auswertungsstelle zu
erhalten. Es gilt namlich fiir x € R

|b(x —n)l
—0j= 22— <~ 50,
galx) -0 = =0 <
wenn n — oo. Damit konvergiert (g,), also auch gleichmaf3ig gegen die Nullfunktion.

Es gilt £,(0) =1 fiir alle n € IN. Fiir x > 0 fest gilt

fulx) =

1

n

: -0 (n— o0).
E+x

Somit konvergiert (f,,), punktweise gegen die Grenzfunktion

1, x=0
f@y:{o,x>o

Diese ist im Gegensatz zur Funktionenfolge (f,), nicht stetig (f(%) =0=1=f(0)), womit die
Konvergenz nicht gleichmaflig sein kann (Sarz 8.3). Auch auf (0, o) ist die Konvergenz nicht
1
n

4

gleichmafig, da fur jedes n € IN ein x,, > 0 existiert (ndmlich x,, := --) mit
1 1
|fu(x4) = O] =|ml =35>0

Auf [a,00) fiir a > 0 ist die Konvergenz jedoch gleichmafig, denn fiir jedes x > a gilt

1

1
1 =
[fulx) =0 l+nxl " 1+na  lig

-0 (n— o).

Da die letzte Folge wieder unabhadngig von x € R ist und gegen Null konvergiert, ist die
gleichmifige Konvergenz gezeigt (Sarz 7.18 (1)).



c)

Wir zeigen, dass (f,), punktweise, aber nicht gleichmafig gegen die Nullfunktion konvergiert.

Es gilt fiir x € R
x

|fn(x) - Ol < ; -0,
wenn 1 — oo, wobei wir ausgenutzt haben, dass der reelle Sinus nach oben durch 1 beschrankt
ist. Wir untersuchen das Verhalten des Graphen fiir wachsendes n € IN. Man erkennt, dass
die Amplitude des Graphen an jeder Stelle bei wachsendem # fallt, jedoch fur festes n € IN
die Amplitude bei wachsendem x wachst. Diesen Sachverhalt verwenden wir dafur, um zu
zeigen, dass (f,), nicht gleichmaflig gegen die Nullfunktion konvergiert. Die Idee ist, dass wir
auf der reellen Achse mit den "Bauchen", namlich den Maxima, "mitlaufen". Dazu wéhlen wir
Xy = 7o (2n+ 1)2. Da fiir jedes n € N (2n+1)? = 4n? + 4n+ 1 ungerade ist, gilt nach dem Hinweis

. n(2n+1)>  w(2n+1)>?
[fu(x) = 0] = sin((2n+1)’m/2) S =y D220

im Grenzfall n — co. Damit konvergiert (f,), nicht gleichmaflig gegen die Nullfunktion.
Allgemein kann die Veranschaulichung der Funktionenfolge Hinweise auf punktweise bzw.
gleichmaflige Konvergenz geben.

Zunachst gilt
Y 0k = o,
k=1

d.h. 0 €I und I # @. Sei nun umgekehrt x € I. Es gilt

(o)

ixekx =X Z(efx)k .

k=1 k=1

Da dies eine geometrische Reihe ist, konvergiert sie genau dann, wenn e < 1. Dies ist nach
Sarz 7.13 (3) und (4) genau dann der Fall, wenn x > 0 (!). Insgesamt konvergiert } ;7 xe kx
fur alle x € [0,00), d.h., I =[0,0). Es gilt

0, falls x =0,

10, R,
fi10,00) = XH{ falls x > 0.

ex—1’

Beachte
= 1.

i 05 = limy

Insbesondere gilt fur eine beliebige Nullfolge (x,,), mit x,, € [0,1] fir alle n € N

lim f(x,) =1 =0 = f(x).

n—oo

D.h., dass f in 0 nicht stetig ist. Insbesondere kann dann Y §*, xe™®* nach Sarz 8.3 auf [0, 1]
nicht gleichmafliig gegen

f:[O,l]—>IR, x»—>{0’ falls x =0,

w7, fallsx>0

konvergieren.



AU¥rGABE 34 (TuTORIUM)

Untersuchen Sie die folgenden Funktionenfolgen und -reihen jeweils auf punktweise und
gleichmafliige Konvergenz auf den angegebenen Teilmengen von IR (1 € IN).

a) f,,(x):m,wobeixe[a,l],0<a<1,
b) f.(x)=mnx(1-x)", wobei x € [0,1],

c) Y, x"(1-x), wobeixe(-1,1],

d) Y02 s —1 -, wobei x € R,

a sin(ﬁ), falls x > 0,
e x)=4{% "
) fulx) {1, falls x = 0.

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Sei zundchst 0 <a <1 und x € [4,1] fest. Dann gilt:
fulx) = Vn2x — 1 (n — o)

Also konvergiert (f,), gegen die konstante Einsfuktion fir n — co. Da fir alle x € [, 1] sowie
alleneIN

Ifu(x)=1] = |[Vn2x—1|= |Vn2x - Vn2a+ Vn2a—-1| < |Vn2x - Vn2a| + |Vn2a—1|
1y 1 1 Sl 1y J
2% n2x - n2a+ |[Vn2a -1 S A2 —Aln2a [Vn2a-1|=:a,
gilt und a,, — 0 fur n — oo, ist die Funktionenfolge (f,), gleichmafiig konvergent.

Wir betrachten nun auch den Fall a = 0. Es gilt f,(0) = 0 fur alle n € IN. Mit der gleichen
Rechnung wie oben gilt fur x = 0 lim,,_,, f,,(x) = 1. Deshalb konvergiert (f,,),, punktweise gegen

f,wobei f :[0,1] > R durch
0 furx=0,
f(X)={

1 sonst

erklart ist. Weil f nicht stetig in 0 ist, kann die Konvergenz wiederum nicht gleichmafig sein
(Satz 8.3).

b) Offenbar gilt f,(0) = f,(1) = 0 fiir alle n € N. Fir x € (0,1) ist mit z := 1/x |z| > 1 und wir
erhalten mit AUFGABE 15 )

Die Funktionenfolge (f,) konvergiert also punktweise gegen die Funktion f: [0,1] — R mit
f(x) =0 fur alle x € [0,1].

Obwohl diese Grenzfunktion stetig ist, liegt keine gleichmaflige Konvergenz vor. Es gilt

fudy=0] = n- 1.l o ol 222,

(vgl. Aurcase 16 r)). Das schlie8t die gleichméfige Konvergenz aus.

c) Setzt man x=11in} 7, x"(1 —x) ein, so ergibt sich der Wert 0. Fiir jedes x € (-1,1) gilt




Die Funktionenreihe konvergiert also punktweise gegen die Funktion f : (-1,1] — R mit

f(x)={0’ o

x, xe(=1,1).

Da diese Funktion, im Gegensatz zu den Partialsummenfunktionen sy : (-1,1] — R, die
durch sy(x) := YV | x"(1 — x) gegeben sind, nicht stetig in x = 1 ist, liegt nach Sarz 8.3 keine
gleichmaflige Konvergenz vor.

Bemerkung: Auch auf dem Intervall (-1, 1) liegt keine gleichmaflige Konvergenz vor: Fur jedes
NelNund xe(-1,1) gilt

N-1 1—XN
fon ()= £ 0)| =[(1= 20 ) =] = |1 == =] = eV =
n=0
sowie
|x|N+l > l — |X| > 1 .
2 %2

Obige Rechnung zeigt: Ist € = % gesetzt, dann finden wir zu jedem N € N ein x € (-1,1) (etwa
X = ﬁi) so, dass [sy(x) — f(x)| > € gilt. Dies schliefit gleichmaflige Konvergenz aus.

Fir alle x € R und n € N haben wir

‘ 1 ‘ 1 1

x2+n2l " x24n2  n?

Da die Reihe } ;7 % konvergiert, folgt nach Sarz 7.18 (2): Die Funktionenreihe ) 7, ﬁ
konvergiert gleichmaflig und damit auch punktweise auf RR.

Zunachst gilt £,(0) =1 — 1, wenn n — oco. Weiter ist fiir x > 0

sin (x/n
fulx) = % — 1
im Grenzfall n — oo. Dies folgt aus
lim S0)
y—0 y

(s. VL) mithilfe der Definition des Grenzwertes von Funktionen. Damit konvergiert (f,),
auf [0, 0) punktweise gegen die Funktion, die konstant durch 1 gegeben ist. Zeichnen wir
jedoch wieder fiir wachsendes n € IN die Graphen der Folgeglieder f,,, so beobachtet man,
dass die Funktionen immer langsamer oszillieren und immer weniger gedampft werden. Im
Grenzfall n — co werden die "Bdauche" alle nach rechts "geschoben" und die Funktion garnicht
mehr gedampft. Die Amplitude des ersten Bauches bleibt jedoch konstant, wie man wie folgt
einsieht: Wahlt man x,, = n7/2, n € IN, so gilt stets

<1

[SSIS)

fulen) = Zsin(/2) <

nach dem Hinweis von AurGaBE 33 c). Insbesondere ist also

2 2
-1 =|==1] = 1-=>0



fur alle n € IN.

Aurcase 35 (Usunc)
a) Die Funktion f: R — IR sei definiert durch

] x furxeQ@,
f“*‘{() fiir xe R\ Q.

(i) Zeigen Sie mit Hilfe der Stetigkeitsdefinition, dass f in jedem Punkt x € R\ {0}
unstetig ist.

(ii) Begrunden Sie mit Hilfe des e-9-Kriteriums, dass f in 0 stetig ist.

b) Bestimmen Sie jeweils alle Stellen, in denen die Funktion f stetig ist.

x2-3x+2 -
Z—4x+3 furx%{1,3},

(i) frR>R x+— furx=1,

L
2
0 fur x = 3.

min{x? +2x—-15,x% fiirxe[-7,-5]U[-1,3],

ﬁﬂﬂk%ﬂ%RXH{

xX+5 fur x € (-5,-1).

LOSUNGSVORSCHLAG
a) (i) Wir zeigen, dass f weder auf Q \ {0}, noch auf R\ Q stetig ist.
Sei x € Q\ {0}. Fur jedes n € IN definiere x,, := x + ‘/75 Wegen V2eR\Qist x, e R\ Q fiir

alle n € N. Es gilt x,, 27, xund f(x,)=0 I 0 x = f(x). Infolgedessen ist f nicht
stetig in x. Da x € Q) {0} beliebig war, ist f nicht stetig auf Q \ {0}.

Sei x € R\ Q. Wie wir aus der Vorlesung wissen, gibt es eine Folge (g,,),en rationaler

Zahlen mit ¢, 2%, x. Dann gilt f(g,) = qa I x20= f(x). Infolgedessen ist f nicht
stetig in x. Da x € R\ Q beliebig war, ist f nicht stetig auf R\ Q.

(ii) Setze x:=0. Wegen x( € Q gilt f(xg) = xo = 0. Sei € > 0. Wir mussen begriinden, dass es
ein solches 6 > 0 gibt, dass |f(x) — f(xo)| < € fiir alle x € R mit |x — x| < 0 gilt. Wir wihlen
0 =¢&>0. Dann folgt fiir alle x € R mit |[x —xo| <0

|x| firxe@

If (x)— f(x0)| = |f(x)|:{ 0 fiirxeR\O }S x| =[x —xp| < 6 = .

Nach der € — 0-Charakterisierung der Stetigkeit bedeutet dies gerade die Stetigkeit von f
in 0.
x*=3x+2

x2—4x+3
Nullstellenmenge des Nenners stetig. Wegen x% —4x + 3 = (x — 1)(x — 3) verschwindet der

Nenner fiir x = 1 oder x = 3. Daher ist x > ;i:iiig auf R\ {1, 3} stetig, so dass auch f auf

R\ {1, 3} stetig ist. Nun gilt fir alle x e R\ {1, 3}

b) (i) Die rationale Funktion x > ist nach einem Beispiel der Vorlesung auflerhalb der

B x?—3x+2 C(x=1)(x-2) x-2

Cx2—4x+3  (x—-1)(x-3) x-3°

f(x)



Somit ist lim,_,; f(x) = % = % = f(1), d.h. f ist in 1 stetig. Da 3 eine Nullstelle

des Nenners und keine Nullstelle des Zahlers von 2 i”g ist, existiert der Grenzwert

lim, 3 f(x)=1lim,_,3 izj’;:% nicht. Also ist f in 3 unstetig (unabhangig davon, was der
Funktionswert f(3) tatsachlich ist). Fazit: f ist auf R\ {3} stetig.

Wegen x% + 2x — 15 = (x — 3)(x + 5) ist dieser Ausdruck fiir x € [-7,-5] nichtnegativ,
x% hingegen negativ, also gilt f(x) = x> fiir x € [-7,-5]. Fiir x € [-1,0) ist x> € [-1,0),
aber x2 +2x-15 < 1+0-15 = 14, also gilt f(x) = x*> + 2x — 15 fiir x € [-1,0). Fir
x €[0,3] ist (x - 3)(x+5) <0 und x> > 0, also gilt f(x) = x* + 2x — 15 fiir x € [0,3]. Das
Minimum zweier stetiger Funktionen g und 4 ist als Komposition stetiger Funktionen
stetig: min{g, h} = w (punktweise nachrechnen, Betrag ist stetig nach Satz 8.1).
Dabher ist f jedenfalls auBerhalb von {-5,—1} stetig. Wegen

lim f(x)= lim x+5=4#-16= lim x*+2x-15= lim f(x

x—-1- x—-1- x—-1+ x—-1+

ist f in —1 unstetig. Da x> und x + 5 an der Stelle -5 verschieden sind, erhélt man
entsprechend, dass f nicht stetig in —5 ist.

AUFGABE 36 (TuTORIUM)

a) Berechnen Sie, falls existent, die folgenden Grenzwerte.

) lim 8x3+2x2+1 ) 1 esin(x) _ 1
xo-c0  2x34+7x V) x
o V8+x-2 . X (5 o x
(ii) )1(1_r)r(1) " v) ;lcl—r>r(1) 1-cos(x) (e ¢ )
(i) 1i x3-9x2+16x—4 (vi) 1 X’ X
iii) lim vi) lim
x—23x3-10x2+9x -2’ x>0 X

Hinweis: Verwenden Sie in (iii) die Gleichung a3 — b® = (a — b)(a® + ab + b?) fiir a,b € R.
Berechnen Sie fiir (v) zunichst lim,_,y(1 — cos (x))/x?.

b) Sei a € R fest. Geben Sie die Stetigkeitsstellen der Funktion f an.

1,3 e
i) f:[0,1] >R, f(x) :{ Tt e furxe [0,1),

fur x = 1.

a
i) f:[-L,1] >R, f(x) \/|x| \/; \/|x| ﬁ fur x =0,

fur x = 0.

c) Definiere

FIODR xio 1, fallsx>\/§.
0 , fallsx <2
Ist f stetig?
LOSUNGSVORSCHLAG
a) (i) Mit dem gleichen Standardtrick wie bei Folgen erhalten wir, dass dieser Grenzwert

existiert und dass gilt

o83+ 2x%+1 o 8+2xl4x3 8+0+0
hm —_— = 11In = =
x—-c0  2x34+7x x—-co  247x72 2+0



(ii)

(iii)

Setzen wir zur Abkiirzung a := V8 +x und b := 2, so ergibt sich mit dem Hinweis die
Darstellung

3_b3 ‘3/8 3_23
V8+x-2=a-b= za 5= ( +x)3 =— X S .
at+ab+b*  (V8+x)2+2V8+x+22 (V8+x)2+2V8+x+4

Folglich hat man

V8+x-2 1 1 1

lim ——— =lim —.

x>0 X =0 (V8+x)2+2V8+x+4 (V8+0)2+2¥8+0+4 12

Zahler und Nenner haben 2 als Nullstelle. Polynomdivision liefert

x> -9x?+16x—4=(x—-2)(x2-7x+2)
3x3 —10x% +9x - 2 = (x — 2)(3x> —4x + 1).

Sofern die Ausdriicke definiert sind, gilt also

x3-9x2+16x—-4 B (x=2)(x*>=7x+2) B x2—7x+2
3x3-10x2+9x -2  (x-2)(3x2—4x+1) 3x2—4x+1’

Weiter ist 2 keine Nullstelle von 3x% — 4x + 1. Wir schlieen, dass der gesuchte Grenzwert
existiert und gegeben ist durch

X-9x?+16x-4 . x*-7x+2 8

lim =lim———= .
x—-23x3-10x2+9x—-2 x—-23x2—-4x+1 5
Zundchst kennen wir aus der Vorlesung folgende Grenzwerte:

e* -1 . sin(x)
= lim .
x—0 X x—0 X

Dieser Grenzwerte wollen wir uns im Folgenden bedienen.Sei dazu (x,,), eine beliebige
sin(x)
=1 folgt

X

Nullfolge mit x,, # 0 fiir alle n € IN. Aus lim,_,

lim S0 (%)

n—oo X,

= 1.

Dies bedeutet nach Definition der Folgenkonvergenz aber gerade, dass ein solches ny € IN
existiert, dass fur alle n > ng

1

2

gilt. Insbesondere gilt dann nach der umgekehrten Dreiecksungleichung

|sin(x,,)

—1| <
le

sin(x,,) sin(x,,)

—1+1'>|xn|

Jsin ()| = x| -1]-1

n
‘sin(xn) 1'

n

n

> Ixnl(l— ) > |x,/2 >0



fur alle n > ny. Daruber hinaus gilt

sin (x,,)

sin(x,) = x, > 1-0=0,

n

wenn n — co. Damit gilt fur die Folge (y,,), mit v, :=sin(x,, ) fur allen € Ny, # 0 fur
alle n € N und y, — 0, wenn n — oco. Wegen lim,_,g e?T—l =1 folgt nach Definition

. eyn -1
lim

n—-oo yn

= 1.

Nach den Grenzwertsatzen fur Folgen existiert der zu untersuchende Grenzwert und es
gilt

im - = lim
n—00 $in (Xp4p,) Xnng n—eo Xnng

1= ( lim e¥n — 1 )( I sin (xn+n0)) lim (esin(xn+n0) — 1 sin (X4, oS0 (ng) _

=0 Yy Xn+ng

Da fiir den Grenzwert endlich viele Folgeglieder irrelevant sind, existiert dann auch

esin(x,) _ 1
lim —— = 1.
n—co X,

Da (x,), eine beliebige Nullfolge mit x, = 0 fiir alle n € IN ist, folgt damit nach Definition

sin (x) _ 1
limS——— = 1.
x—0 X

Zunachst zeigen wir den Hinweis. Nach Sarz 8.4 sind Potenzreihen stetig auf dem
Konvergenzintervall. Damit gilt

_yY > (_1\yn X 0 _
fim Lc0s @) _ o 1By il
x—0 x2 x—0 X2 x—0 — (21”1)' 2,
wobei wir verwenden, dass ) ;" (—1)”% wiederum den Konvergenzradius oo besitzt.

Dariiber hinaus gilt mit analogem Argument zu dem der vorherigen Teilaufgabe und
mithilfe der Grenzwertsatze
eSx _aX 4x _ 1

lim = lim 4e* =4
x—0 X x—0 4x

Der Leser tiberlege sich, wie man dieses Argument prazise ausfithren konnte. Insgesamt
erhalten wir mithilfe der Grenzwertsatze

2 5x _ .x
8 = [lim—|[1im &%) = lim;(ef’x—ex).
x—01—-cos(x)/\x—»0 x x—01—cos(x)

Sei (x,), eine beliebige Nullfolge mit x, # 0 fir alle n € IN. Dann existiert ein ny € IN mit
x, <1 fur alle n > ny. Insbesondere gilt dann fur y,, := x%MO — Xpany

limy, =0 und y,#0¥neclN.

n—-oo



Wegen lim,, g eyT_l =1 und mithilfe der Grenzwertsatze gilt dann

2
Yn — 1 Xitng _ oXn+ng
- (lim e )(hm & (K, — 1)) = lim S

n—oo 1y, n—00 n—oo xn+n0

Da zur Berechnung des Grenzwertes wiederum endlich viele Folgenglieder irrelevant
sind, erhalten wir also
2
. exﬂ —_ exfl
lim
n—o00 Xy

Da (x,), eine beliebige Nullfolge mit x,, = 0 war, gilt schlief3lich

X2

eX —e*

lim
x—0 X

= 1.

b) (i) f ist als Komposition stetiger Funktionen (ohne Nullstellen im Nenner) fiir alle x € [0, 1)
stetig. Fur alle x € [0,1) gilt:

1 3 1 3 1 (x?-4)+3
flx) = x—1+(x2—4)(x—1)_x—1'(1+(x2 )_x '

1 x*-1 1 (x-1)(x+1) x+1
x—1 (x2-4) x-1 (x2-4)  (x2-4)

Folglich ist f fir a =lim,_,; f(x) =1lim,_, (sz;_l‘l) = —% auf ganz [0, 1] stetig und fur a = —%
nur auf [0,1).

(ii) f ist als Komposition stetiger Funktionen (ohne Nullstellen im Nenner) fir alle x €
[-1,1]\ {0} stetig. Sei x € [-1,1]\ {0} und definiere y := ﬁ Dann gilt mit der dritten
binomischen Formel

~ 2 +y-(vr-y)
fl = \/|x| \/|: \/|x| \/; ‘/y V= ;

IR R
2

(\/1+ +\/1—-) (\/1+ +\/1 ) (VI+ VI + V1 - Vi)

Folglich ist f fir a =lim,_,o f(x) =lim,_,

2 =1 auf ganz [-1, 1] stetig und
(Vivis T\/m) ganz [-1,1] stetig
fur a = 1 nur auf [-1,1]\ {0}.

c) Wir zeigen, dass f stetig ist. Seien dazu gy € Q und (g,), eine rationale Folge mit lim,_,, ¢, =

qo-
Falls gy < V2, definiere ¢ := (V2 —go)/2 > 0. Dann gilt wegen der Konvergenz f.f.a. n € N

|qn_q0| <€

Wir erhalten dann

V2—q, = V2=, > [IV2=q0l =19 = g0l| = IN2 =40l =1g,— g0l > [N2=qol/2 > 0
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f.fa. n e N. Das heifit, g, < V2 f.f.a. n € N, also gilt auch f(g,) = 0 f.f.a. n € N. Daraus folgt

lim f(q,) = 0.

n—-oo

Da (g,), eine beliebige Folge war, folgt nach Definition, dass f in g stetig ist. Mit analogem
Argument lisst sich zeigen, dass f in gy > V2 stetig ist.
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