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LOSUNGSVORSCHLAGE zUM 9. UBUNGSBLATT

Aurcask 49 (Usung)

Beweisen Sie die Leibnizregel: Seien I C IR ein Intervall, f,g:I — R zwei in xy € I unendlich oft
differenzierbare Funktionen, d.h., f und g sowie alle deren Ableitungen sind beide differenzier-
bar in xy. Dann gilt fur n € IN

(90 = ) ()M mig .
k=0

LOSUNGSVORSCHLAG

Wir beweisen die Aussage durch vollstindige Induktion.
Induktionsanfang: Fur n = 1 ist die Aussagen gerade die gewohnliche Produktregel. Es ist naimlich

1
(f -8 (xo) = f'(x0)g(x0) + f(x0)8 (x0) = Z(,lc)f(k)(xo)g(l_k)(xo)
k=

0

Induktionsschritt: Es gelte (f - ¢)"™(xy) = Yo (Z)f(k)(xo)g(”‘k)(xo) (Induktionsbehauptung). Dann
gilt nach AurGaBe 9a) (n > n+1)

(f 9" xo) = [(f-9)") (x0) = [ (Z)f(")g("""] (xo)
0

Y (Ut cong ™ H) + £ B roag 4
k=0
_ =~ (n (k+1) (n—k) — (n (k) (n+1-k)
= )[R o+ Y () solg s
k=0 k=0

Indexshi tn+1 n _ - n _
< Z(k_l)f‘kkxo)g("“ "><xo>+Z(k)f‘k><xo>g<"“ 9(x0)

k=1

— 7
SO 0 (x0)g(x0) + £ (x0)g " (x0) +

n+l
9a)(i) n+1 _
= ;( ) )f‘“(aco)g(”+1 Fxo)

Die letzten 3 Schritte sind genau analog zu AUFGABE 9b).



AurGABE 50 (TuTorRIUM)
Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte.

. X
a) lim w, b) lim L, c) lim (x— E)tan(x).
Xom o X—TC x—11-x+log(x) P 2
LOSUNGSVORSCHLAG

a) Die Funktionen fi, f, : R — R definiert durch
f1(x) = sin(sin(x)) und frlx)=x-m

sind differenzierbar und es gilt lim,_, f; (x) = lim,_,; fo(x) = 0. Ferner ist f;'(x) = cos(sin(x)) cos(x)
und f;(x) =1 =0 fir alle x € R. Folglich gilt nach der Regel von 'Hospital
cos(sin(x))cos(x)

lim = lim L) = lim —— = lim =-1
x> X—T X—TC f2 x) X—TC f2 (x) X—TC 1

sin(sin(x)) fi(x)

b) Wir wenden zwei Mal hintereinander die Regel von de 'Hospital an (Zdhler und Nenner
nehmen in beiden Fillen den Wert 0 an). Wegen (x*)” = x*(1 + Inx) (sieche AurcaBe 48 f)) ergibt

sich
X _ x - (1 +1 24 xxl
et SN (1+log(x))—1 lim * (1+log(x))” +x* _1+1 _
x—11-x+log(x) x-1 -1+1 x—1 _% -1
c)
x — % )sin(x)
lim (x - z)tan(x) = lim (L =: lim M
x—% x—% COS(X) x—% g(x)
Es gilt
lim f(x) =0 = lim g(x)
x—=3 x=5
Mit der Regel von de I’'Hospital folgt
’ sin(x) + (x — Z ) cos(x)
lim (x— E)tan(x) = lim f’(x) = lim ( - 2) =-1.
x—I 2 —I g(x) xof —sin(x)

Avurcask 51 (Usunc)
Es sei f : R — R,x > cos(x)e* gegeben. Bestimmen Sie die Taylorreihe von f um 0 und
bestimmen Sie deren Konvergenzradius.
Hinweis: Sei |x] := max{z € Z| z < x} fiir x € R die untere Gauflklammer. Zeigen Sie folgende
Identitat:



LOSUNGSVORSCHLAG

Definiere g(x) := cos(x) und h(x) :=e*. Es gelten fur k € N,

1, falls k=4,

¢®0) = 11, fallsk=4l+2,
0 sonst
und
K9 (0) = 1.

Nach der Leibnizregel, Aurcase 49, gilt also

. = (n pe = (n).
f(0) = Z(k)g<k><0>h< Yo=Y (k)lk.

k=0 k=0
k gerade

Nun sehen wir, wo der Hinweis einflief3t. Es sei dem Leser als leichte Ubung zur Induktion uberlassen,
den Hinweis zu zeigen. Um mit der Gauflklammer zurechtzukommen, unterscheide man in k gerade
und ungerade. Es gilt dann weiter

n

Fm(0) = Z (Z)ik _ %i(:)ik(l_i_(_l)k) _ %[i(:)ikln—k+i(:)(_i)kln—k}
k é{e:rgde k=0 k=0 k=0

%[(1 +1)"+(1-1)"],

wobei wir im letzten Schritt den binomischen Lehrsatz verwendet haben. Mithilfe der Polardarstel-
lung 1+i = V2e*"™* erhalten wir weiter

1

(SIS

2

f(n)(()) = %[(l+i)n+(l—i)”] _ 7(eimz/él_'_e—inn/él) _ Z%COS(%),

Wir zeigen nun, dass fir x € R das Restglied R, (&) = f(””)(é)/(n + 1)!x”+1, & zwischen 0 und x, im
Grenzfall n — oo verschwindet. Es gilt mithilfe der Dreiecksungleichung und mit |g*)(&)| < 1 sowie

ZZ:() (Z) =2"

|x|n+1 - 2ne.§|x|n+1

) S ey Y

IR, (&)l < Z(Z)Ig(k)(é)l-lh(”k)(é)l

k=0

wenn n — oo. Damit konvergiert die Taylorreihe von f um 0 (punktweise!) gegen f und es gilt

O r(n)
fo =y 20
n=0 '

n

Z%COS(%)

(o)
x" = E — X"
n!

n=0

Offensichtlich hat diese Potenzreihe den Konvergenzradius co.



AUFrGABE 52 (TuTOoRIUM)

Die Funktion f : (-1,00) — R sei durch f(x) =e ™ + 1+x fur alle x € (-1, 00) definiert. Berechnen
Sie das Taylorpolynom T5(f,1/2) und geben Sle eine Konstante C > 0 an, fur die

If (x) = To(f, 1/2)(x)| < Clx — /2
fur alle x € [0,1] gilt.

LOSUNGSVORSCHLAG

Die Funktion f ist beliebig oft differenzierbar. Wir berechnen die ersten drei Ableitungen. Fiir alle
€ (-1, 00) gilt:

fla) = e? 1—1kx

fO) = wx—u:ﬂz
FP(x) =e“+ufw3
O = %X—ufﬂ4

Das Taylor-Polynom T,(f,1/2) ist nach der Definition vor Sarz 10.11 durch

y 1y

k=0
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( 1 +2) ( 1 +4)(x 1)+
Ve 3 Ve 9 2
fur alle x € (-1, ) gegeben.

Sei nun x € [0,1]. Nach dem Satz von Taylor gibt es ein & zwischen x und % derart, dass

CfBE 1 (1 1 1\3
fx)=T(f,/2)(x) = 31 (X_E) - (6\/_ (1+&)* )(X_E)

gilt. Wegen 0 < £ und damit

1FOE) = |-e¢ -

6 _
(1+&)
folgt mit C := Z wie gefordert

£ - Tolf, o) < Cle— 5P
fir alle x € [0,1].



Avurcask 53 (Usung)
Finden Sie ein offenes Intervall I C IR mit 0 € I und eine differenzierbare Funktion f : I — R mit

f'x)+xf(x)=0,  f(0)=1,

indem Sie annehmen, dass f sich auf einer 0-Umgebung Us(0) C I durch seine Taylorreihe
darstellen lasst. Gibt es weitere Funktionen mit obigen Eigenschaften?

LOSUNGSVORSCHLAG

Sei (-9, 0) eine Umgebung von 0, in der die Taylorreihe von f um 0 konvergiert. Es gelte also

n!

f(x)= if(n)(o)x” fur x € (-6,9).
n=0

und (-9,0) € I. Wir bestimmen zunachst die ersten beiden Ableitungen von f in 0. Nach Vorausset-
zung gilt

fo) =1
fH(0) = =0-£(0) = 0
fA0) = (F)(0) = ~(1d - £)(0) = ~f(0) = -1

Um allgemein die n-te Ableitung auszurechnen, verwenden wir wieder die Leibnizregel (AurGaBe
49) sowie die Voraussetzung an f. Es gilt namlich

n-1
(o) = ()1 = —(1d- Do) = = [~ Hia®y0) 15
0 = (7)) = ~ad- )" (0) = Z( . )Id (0)"1(0).

k=0

In dieser Summe bleiben lediglich die Terme stehen, in der die Identitat (Id(x) = x) genau einmal
abgeleitet wird. Damit gilt

£1(0) = ~(n-1)f"(0).

Aus dieser Rekursionsformel folgt direkt (mithilfe von Induktion), dass alle ungeraden Ableitungen
verschwinden, da f’(0) = 0 wie oben gesehen. Fur n = 2k lasst sich durch Induktion leicht

(2k—1)! 1y

(2K)(0) =
f (0)_2’<—1(k—1)

zeigen. Damit gilt

und schlielich



fur alle |x| < 6. Offensichtlich hat die Potenzreihe Konvergenzradius oo, also gilt I = R. Angenommen,
es gabe eine weitere Funktion ¢ mit denselben Eigenschaften wie f. Dann galte fiur h:=g/f

[N}

X

Wiy = SO -0 _ g0 -xge ™ _
f2(x) e*
fur alle x € (=6, 6). Dann folgt aus FoLgeruna 10.7 (1) mit der Voraussetzung
8(0)
h(x) = ¢ = h(0) = == =1,
d.h. g = f auf (-0,0). Damit ist f die einzige (differenzierbare) Funktion mit den geforderten

Eigenschaften.

Beachte: Streng genommen ist jede Einschrankung von f, die auf dem Intervall (-6, 6) definiert ist,
eine weitere Funktion mit den geforderten Eigenschaften. Fordert man jedoch maximal moglichen
Definitionsbereich der Funktion, so ist f doch eindeutig durch obige Eigenschaften charakterisiert.

AUFrGABE 54 (TuTORIUM)

Die Funktion f : R — R sei durch f(x) = x? + 2x - 3 fiir alle x € R definiert. Bestimmen Sie eine
Potenzreihe, die in einer Umgebung von x, = —1 die Funktion ]l( darstellt.

LOSUNGSVORSCHLAG

Zunichst stellen wir fest, dass die f sich wie folgt in Linearfaktoren zerlegen lasst:

f(x) = (x—=1)(x+3).

Als nachstes verwenden wir sogenannte Partialbruchzerlegung, um den Bruch 1/f aufzuspalten. Wir

zerlegen
1 Hn A B A(x+3)+B(x-1) (A+B)x+3A-B

= + = =
x2+2x-3  x-1 x+3 (x—1)(x-3) (x—1)(x-3)
mit noch zu bestimmenden Koeffizienten A und B. Koeffizientenvergleich liefert A =1/4=-B und
damit
1 1
1 __ 41 __13
x2+2x-3 x-1 x+3
Wir wollen nun beide Terme durch eine geometrische Reihe darstellen. Um eine Potenzreihenen-
twicklung um —1 zu erhalten, miissen wir die Nenner jeweils entsprechend umformen. Eine leichte

Rechnung ergibt

1
x2+2x-3 x

1 1 1 1
]__x+3:_§ 1 x+1+1 x+1 :
-5 1-(-%)

| |Hsl=

Fur |x| <1 gilt folglich

1 v 1+(=1)k ok
= ZT(X+1)]( = ZZ 2k 2(x+1)2k.
k=0

1
x2+2x-3 8
k=0



