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L6suNGsVORSCHLAGE zUM 10. UBUNGSBLATT

AurGask 55 (Usung)

Finden Sie eine alternative Losung zu AurcaBe 51: Finden Sie ein offenes Intervall I C R mit
0 € I und eine differenzierbare Funktion f : I — R mit

f'x)+xf(x)=0,  f(0)=1,

indem Sie annehmen, dass f sich auf I durch eine Potenzreihe darstellen lasst.

LOSUNGSVORSCHLAG

Wir nehmen an, dass
- Zanx” fiir x € I = (R, R),
n=

0
wobei I = R fiir R = co. Nun wissen wir bereits, dass 1 = f(0) = ay gelten muss. Auflerdem gilt nach
Sarz 10.12

f’(x)ZZnan :Zn+1 Ay X"
n=1 n=0
Soll f nun die gegebene Gleichung erfiillen, so muss gelten, dass
0=f'(x)+xf(x) Zn+1an+1x Zun Zrz+lan+1x +Zan 1x"
n=0 n=0 n=0 n=1
=+ ) (1) + @, )x"

n=1

fur jedes x € I. Nach Sarz 10.14 liefert das per Koeffizientenvergleich

Ay .
ap=1, a1=0, a,q=- L firn>1.
n+1

Fir ungerade n = 2k + 1 folgt somit a,;,; = 0, fiir gerade n = 2k folgt

DT VL T o) _(—1)k
2k 2k~ 22k(k-1) 2kk! T 2kkl

Somit ergibt sich

womit I = R ebenfalls klar ist.



AUFGABE 56 (TuTORIUM)

Finden Sie eine alternative Losung von Aurcask 26 (in IR) mit Hilfe der Differentiation von
Potenzreihen: Bestimmen Sie fiir x € (—1,1) den Wert der Reihen

) inx”, b) inzx”.
n=1 n=1

LOSUNGSVORSCHLAG

Fur x € (-1, 1) gilt bekanntlich

ix”: 1ix =: f(x).

n=0
Nach Satz 10.12 gilt nun (durch Differenzierung beider Seiten)

1 (o] [ee] (o] [ee) [ee) 1
f'(x)= 122 = an”_l = Z(n+ 1)x" = an’“r Zx” = an” TS
n=1 n=0 n=1 n=0 n=1
und somit
inx” 1 1 x
= T (1-x)2 1-x (1-x)?
Analog folgt
B ) o0 B 00
0= o5 =) nn=1x"2 =) (n+2)(n+1)
n=2 n=0
inzx”+3inx”+2ix” = inzx”+ 3 + 2
B 1- 1-x
n=1 n=1 n=0 n=1 (
und somit
inzx”— 2 3x 2 _2—3x(1—x)—2(1—x)2 _x(x+1)
£ S (1-x)B3 (1-x)2 1-x (1-x)3 S (1-x)3

Aurcask 57 (Usunc)

Bestimmen Sie eine reelle Potenzreihenentwicklung von Arsinh um den Entwicklungspunkt 0
und gehen Sie dabei analog zu Anwendung (2) nach Sarz 10.13 vor (Potenzreihenentwicklung
von arctan).

Hinweis: Bestimmen Sie zunachst eine Potenzreihenentwicklung von f : (-1,00) —» R, x
(1+x)~"> um 0 (zum Beispiel iiber die Taylorreihenentwicklung).

LOSUNGSVORSCHLAG

Zunichst gilt, wie in AurcaBg 47b) (ii) bestimmt Arsinh’(x) = (1 + x%)~">. Hier sehen wir, wo der
Hinweis einfliet. Definiere f : (-=1,00) — R,x - (1 + x)~* wie im Hinweis. Wir wollen nun die
Taylorreihenentwicklung von f bestimmen. Es gelten



Es lasst sich leicht einsehen (z.B. durch Induktion), dass

1\" (2n)!
M) = (==
f710) ( 4) n!
gilt. Um einen Induktionsbeweis anwenden zu konnen, berechne man f x) fur x € (-1,1) und

zeige dann die Gultigkeit fir beliebiges n € IN durch Induktion. Es ist wegen der Monotonie von
D) fiir x € (~1/4,1/4) und & zwischen 0 und x

max{1; (1 + x)~(27+3)/2)| x|+ (Zn + 2)

4n+1 n+1/)

f(n+1)(£)xn+1
(n+1)!

Via Induktion lasst sich dann

1 [(2n+2
— <1
41\ p41

|x|n+1 |x|n+1 B |X|
(1+x)2m312 = (1 = |x|)(2m+3)/2 1—|x|

zeigen. Daruber hinaus gilt

n+1
) (1-1|x)"% < 37" 1(3/4)12 >0,

wenn 1 — oo. Mit
max{1; (1 +x)" 232} < 14 (1+x)7 @32

folgt dann

— 0,

f n+1 n+1
n+1

wenn n — oo. Damit gilt fiir x € (—1/4,1/4) nach dem Satz von TayLor
o ( 1\"(2n\ ,
- ST

Definiere
2n+1

= 3 (-5 (3

fir alle x € (=1,1). Der Leser berechne hier zur Ubung den Konvergenzradius von g. Es gilt nach
Sarz 10.12

o0

— 1 " Zn 2n — 2 _ . )
= Z(_Z) ( ; )x = f(x“) = Arsinh’(x)
n=0
fur alle x € (-1/4,1/4) Dann folgt mit Aurcase 10.7 (2)

Arsinh(x) = g(x) +¢
fur alle x € (-1/4,1/4). Wegen Arsinh(0) = 0 = g(0) gilt c = 0 und damit

® 2 2n+1
Arsinhx Z(") W=

n=

fur alle x € (—-1/4,1/4). Wir wollen nun begriinden, warum diese Gleichheit dann schon fur alle
x €(-1,1) gilt. Sei dazu } ;2 arx* die Potenzreihenentwicklung von Arsinh mit Konvergenzradius



R(>1/4). Dann gilt

o:Ammmm—Ammmm::Z]W—mnh
k=0
fur alle x € (—1/4,1/4), wobei wir

bk =

(<4) ()it fallsk=2n+1
0, falls k = 2n

gesetzt haben. Damit folgt mit dem Identitatssatz fiir Potenzreihen (10.14) a; = by fiir alle k € IN,.

Insbesondere ist dann
. s 1\"*(2n x2n+l
Arsinh(x) = Z(_Z) ( n )2n+1

n=0

fur alle x e (-1,1).
AuU¥rGABE 58 (TuTORIUM)
Berechnen Sie das Integral

1
f e* dx
0

anhand der Definition (vgl. Beispiel (3) nach Lemma 11.1).

LOSUNGSVORSCHLAG

Als monoton wachsende Funktion ist exp auf [0,1] (Riemann-)integrierbar nach Sarz 11.4. Als
Zerlegung wahlen wir

Zn={£|je{0;...;n}}.

. :
Wegen der Monotonie gilt (mit den Bezeichnungen aus der Vorlesung) |[;| = i mj = e, M; = ei

und somit

_1 n
1w 1.1 15X 1 1-en e—1
Sexp(Zn):ZZ(e”)] =) ()= - = —
=T =0 n—mnen new —n
sowie
el el 1 1 e—1
n . —
Sexp(zn) = (en)) =en 1
"D nen —n

Per definitionem des unteren/oberen Integrals gilt nun

e—1 1 e—1
T = Sexp(zn) S Sexp S Sexp < Sexp(Zn) =er— .
nen —n nen —n

Da e"” — 1 fiir n — o gilt, folgt mit AurGaBE 29b) Sexp = Sexp = € — 1, weswegen per definitionem

1
J efdx=e—-1
0

folgt.



Avurcase 59 (Usung)

a) Beweisen Sie den erweiterten Mittelwertsatz: Seien f : [4,b] — R stetig und g € R[4, b] mit
g > 0 oder g <0 derart, dass auch fg € R[a, b] ist. Dann existiert ein & € [a,b] mit

b b
f £(x)g(x) dx = f(é)f o) dx.

Folgern Sie daraus den Mittelwertsatz der Integralrechnung: Ist f : [a,b] — IR stetig und
f € R[a, b], so existiert ein & € [a,b] mit

b
J f(x)dx = f(&E)(b—a).

b) Untersuchen Sie die folgenden Ausdriicke auf Konvergenz berechnen Sie im Falle der
Existenz den Grenzwert.

Vr/4+h 1 " 1
(i) hm cos(x?) dx, (ii) lim — log(x) dx, (iii) lim h* cos(x) dx.
h—0+ h ‘/Tl/ —h h—o0 h h h—0+ 0

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Da f stetig auf dem kompakten Intervall [a,b] ist, nimmt es sein Maximum M und sein
Minimum m an. Nach Sarz 11.2 (1) gilt also (unter der Annahme g > 0, der andere Fall

funktioniert analog)
b b b
mj g(x)dx < f f(x)g(x)dx < MJ g(x) dx
a a a

Also existiert ein K € [m, M| mit

Jf x)dx = Kng( ) dx.

Zu diesem K existiert nach dem Zwischenwertsatz ein & € [a,b] mit K = f(£), womit die erste

Behauptung folgt. Setzt man g = 1, so folgt die zweite Behauptung mit fab ldx=0b-a.

b) (i) Da f:R — R, x — cos(x?) als Komposition stetiger Funktionen auf R stetig und f in einer
Umgebung von Vr/4 (streng) fallend und damit nach Sarz 11.4 (Riemann-)integrierbar
ist, gibt es zu jedem 0 < h < Vn/4 nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung ein

&y € [Vr/4 - h,\1t/4 + h] mit

\r/4+h
J cos(x ( (Vri/4+ h)— (Vr/4—h) )cos Eh) 2hcos(5£).
Vr/4-h

Jr+h

Also ist %1 os(x?) dx = 2cos(cf£) tur jedes h > 0. Fur h — 0+ konvergiert &, gegen

V1/4 und wegen der Stetigkeit von f konvergiert damit auch cos(éﬁ) gegen COS(VTZ/42) =



V2/2. Zusammen folgt

Vr/4+h )
hm cos(x?) dx = 2cos(Vr/4) = V2.
h—>0+h r/A—h

(ii) Fir jedes h> 0 existiert nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung ein &, € [h, 2h] mit
2h
| togta) = (2~ (ot 63) = ot

Demzufolge ist %J;h log(x) dx = log(&y). Mit h — oo geht &), gegen co und damit strebt
auch log(&,) gegen co. Also konvergiert der Ausdruck %f;h log(x) dx fur h — oo nicht.

(iii) Zunachst stellen wir fest, dass sowohl f : [0,1] — R,x — h*cos(x) als auch |f| = f fur
0 < h <1 als komposition (streng) fallender Funktionen monoton und daher nach Sarz
11.4 (Riemann-)integrierbar ist. Wir zeigen, dass der Grenzwert 0 ist. Sei dazu 0 < e < 2.
Wir zerlegen das Intervall [0,1] in zwei Teilintervalle so, dass der Betrag des Integrals
uber ein Teilintervall durch &/2 abgeschétzt werden kann. Das erste Intervall soll die
Léange ¢/2 haben. Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung gibt es ein & € [0, ¢/2]
mit _

2 € € -
|f h* cos(x) dx| = |§| |hé| |cos(&)| < 3 fur jedes he (0,1).
0
Sei nun h > 0 so klein, dass h®/? < ¢/2 ist. Dann gilt nach dem Mittelwertsatz der
Integralrechnung fiir ein & € [¢/2,1] (insbesondere also & > ¢/2)

U I cos(x dx <(1-e/2) 1— e/2) k]| cos(& )|<§.
,1

Insgesamt finden wir also folgende Abschatzung:

‘j h* cos(x dx |J h* cos( )dx+f h* cos(x )dx|
|J h* cos(x dx 'J h* cos(x) dx| < e.

N 1
Also ist hli)lrzr)lJr Io h*cos(x) dx = 0.

AurGase 60 (Tutorium)

a) Seien a>0und f : [-a,a] — R integrierbar. Beweisen Sie: Ist f gerade, also f(—x) = f(x)

fur alle x € [-a, 4], so gilt
[ swar=2 sw

Ist f ungerade, also f(-x) = —f(x) fur alle x € [-a, a], so gilt

f_if(x) dx=0.

b) Berechnen Sie folgende Integrale:



/6 /2
(i) J‘ x2ec052 (x) sin’ (x) dx, (ii) j sin? (; _ z) dx,

/6 —11/2
Hinweis: Verwenden Sie Aurcase 30b) fiir (ii).

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Wir wihlen die Aquidistanzpartition

Z, = {a(—l +£)|je {0;1;...;2n}}

o [af-14 =)

sowie m; :=inf f(I;) und M; :=sup f(I;) fur j € {1;2;...;2n}. Wie sich leicht nachrechnen lésst,
gelten m; = my,1_j und M; = My, ,1_j, falls f gerade, und m; = -My,;1_j und M; = —my, 1,
falls f ungerade. Damit gilt

2n n n 2a v n
a a LY My ,falls f gerade,
se(Z,) = Lim: = — m: + — m PR T e R ,
£(Zn) ;M j n;' j n; 2n+1-j {% ¥ gy~ My)) falls f ungerade

auf [—a,a] und definieren

wobei die letzte Gleichheit durch Umordnen der Summanden folgt. Nun ist f € R[—a,a] und
nach Sarz 11.6 also auch f € R[0,a]. Aulerdem ist %Z}Ll . ; bzw. %Z;’zl M,,,j eine Unter-
bzw. Obersumme von f bzgl. der Aquidistanzpartition auf [0,a], welche nach SaTz 11.5 wegen
f € R[0,a] gegen joaf(x) dx konvergiert. Daher gilt

5(Z.) %Z}Ll My ,falls f gerade, 2f0af(x) dx ,falls f gerade,
= —
fiem %Z?Zl(mnﬂ- —-M,,j) ,falls f ungerade 0 ,falls f ungerade,
wenn n — oo. Analog erhalt man
S(Z,) = ? jlenJrj Jfalls f gerade, N 2f0af(x) dx ,falls f gerade,
. j:](Mn+j —my,,;) falls f ungerade 0 ,falls f ungerade,

wenn 1 — oo. Insgesamt folgt also

2J:f(X) dx —s¢(Z,) < s5f = .Ef(X) dx =S¢ <Sf(Z,) = 2Laf(x) dx,

wenn n — oo und f gerade, sowie

0 —s¢(Zy) <sp :J f(x)dx =57 <S¢(Z,) >0,
—a

wenn 1 — oo und f ungerade. Daraus folgt die Behauptung.

Alternativ hétte man hier auch direkt Sarz 11.5 verwenden konnen: Nach Sarz 11.5 gentigt es,
eine Riemannsumme, also z.B. die (Unter- bzw.) Obersumme (s¢(Z,) bzw.) 5¢(Z,,) zu berechnen.
Da die Feinheit von (Z,), gegen 0 konvergiert, konvergiert dann ((s¢(Z,)), bzw.) (5¢(Z,)),
gegen das Integral f_aaf(x) dx. Die Berechnung von (lim,, o, 5¢(Z,,) bzw. )lim,,_,, S¢(Z,) ergibt
sich dann wie oben.



b) (i) Zunichstist f : [-7/6,7/6] > R,x > x2ec0s’(x) sin®(x) monoton und damit integrierbar.
Auflerdem ist f ungerade und daher gilt nach vorherigem Aufgabenteil

/6
J f(x)dx = 0.
-1t/6

(ii) Definiere g : [-7/2,71/2] — R, x > sin® (% - %) Nach Sarz 11.4 und Sarz 11.6 ist g als
abschnittsweise monotone Funktion integrierbar. Es gilt nach Aurcase 30b)

sinz(g—%) = %(1—cos(x—g)) = %(1—sin(x)).

Da sin auf [-7/2,1t/2] ungerade ist, folgt schliefllich



