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Aurcask 61 (Usuna)

a) Leiten Sie mit Hilfe partieller Integration eine Rekursionsformel fir Jcos”(x) dx (ne€N)
her und zeigen Sie damit, dass fur k € N

n k . n k
22k _nr12i-1 2 2k+1 _ 2]
J; cos (x)dx_EI]:[2—j, . cos (x) dx !:[2],+1
b) Beweisen Sie, dass die Wallissche Produktfolge
o 4k?
wy=| |
el 4k? -1
konvergiert mit lim,,_, o, w,, = 5.
LOSUNGSVORSCHLAG
a) Wir berechnen
Jcos”(x) dx = fcos”_1 (x)cos(x) dx P s (x)sin(x) —(n—1) j cos" 2 (x)(—sin(x)) - sin(x) dx
—_—
=u(x) =w'(x)

= cos”" ! (x)sin(x) + (n—1) J cos"2(x)(1 - cos?(x)) dx

= cos" ! (x)sin(x) + (n—1) f cos"2(x)dx —(n—1) f cos”(x) dx.

Bringen wir den letzten Summanden auf die linke Seite und dividieren durch #, so erhalten
wir die Rekursionsformel

Jcos"(x) dx = cos" ™! (x)sin(x) + n;l Jcos”z(x) dx.

n

Da der erste Term fiir die Grenzen 0 und 772 entfallt fur n > 2, ergibt sich

g

Jg cos?*(x) dx = 2k=1 %cosz(k_l)(x) dx=---= ﬁ 2j -1 Jz cos’(x) dx = K
0 -2k Jo - 2j Jo 2

2j-1
. 2j

j=1

.
1l =
—



sowie

s

k . 4 k .
5 2k ) 2 2 2
f cos? 1 (x) dx = 2k+1J- cos2k" D+ (x) dy = ... = ]_[ 2ji1 j cos(x) dx = ]_[ 2].11
0 0 j=1 0 =l
=sin(7%/2)—sin(0)=1
fur k e IN.
b) Definieren wir
3
C = J cosk(x) dx,
0
so folgt nach a)
2k
_ n 2k 2k _ nZ:1 2k+1 _ TCCony1
sl o1 2k—1 T 2L T 2 o
k=1 l_[kzl 2k 2n

Es bleibt also zu zeigen, dass

lim $2mtL _ q

n—oo Cpy

Wegen cos(x) € [0, 1] fiir x € [0,72] folgt cos?(x) > cos*>™*! > cos?"*?(x) auf diesem Intervall,
was wegen der Monotonie des Integrals ¢;,, > ¢5,,,1 = ¢4, liefert. Deshalb folgt

c c 2n+1 2+
1> 2n+1 > 2n+2 _

=

Con Cn  2n+2 24

-1 (n— o),

QNI -

was nach dem Sandwichkriterium fiir Folgen die Behauptung liefert.
AUFGABE 62 (TuTORIUM)

Berechnen Sie fiir alle k,] € Z die Integrale

27 27 27
j sin(kx) - sin(Ix)dx, j cos(kx) - sin(Ix)dx, j cos(kx) - cos(Ix)dx.
0 0 0

LOSUNGSVORSCHLAG

Aus den Additionstheoremen folgt sinasinf = %(cos(a — B) —cos(a + B)). Damit erhalten wir fir
Ikl = 1]

27 1 21
J‘ sin(kx)sin(lx)dx = —f [cos((k —1)x)—cos((k +1)x)]dx
0 2

0

1 [sin((k=Dx) 7 1 [sin((k+Dx) [T 0
T2 k-1 |, 2| K+l “

x=0
Fir k =1 # 0 ergibt sich

= Tt

27 1 27 1 27
f sin(kx)sin(lx)dx = —j ldx— —J cos(2kx)dx
0 2 Jo 2 Jo



Fir k = -1 # 0 ergibt sich

27 1 27 1 27
f sin(kx)sin(lx)dx = EJ cos(2kx)dx—§j ldx
0

0 0
= —Tt.

Schlie8lich ergibt sich fir k =1=0
2m
j sin(kx)sin(lx)dx = 0.
0
Wegen sina cosff = %(sin(a — B) +sin(a + B)) ergibt sich analog
27
J cos(kx)sin(lx)dx =0 furallek,l € Z.
0

Wegen cosa cosf = %(COS(Q — B) + cos(a + B)) ergibt sich schlief3lich analog

o 0 fuar k| =],
cos(kx)cos(lx)dx = . farlk|=]l|=0,
2 furk=1=0.

S

Aurcask 63 (Usung)
Zeigen Sie das nachfolgende.

a) Fur alle k € IN|) existiert ein ¢ € R mit kae‘x dx = —Z;‘ZO %xle_x + k.

b) T(k+1):=lim, . [/ x*e*dx=k! VkeN,.

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Wir zeigen die Formel mittels Induktion uber k. Fur k = 0 haben wir

0

-X -X 0! 1 ,—x

e tdx=—e +c:—§ er +c.
=0

Sei die Formel fiir ein k € IN bereits gezeigt. Dann gilt mit partieller Integration

Jxk+le_x dx = —xkle™ 4 J-(k +1)xke ™ dx

wobei ¢ eine beliebige reelle Konstante ist.



b) Mit Teil a) gilt

wobei lim,,_,, p'e™¥ = 0 verwendet wurde nach Aufgabe 1 d), Ubungsblatt 9.

AUFGABE 64 (TuTORIUM)
Bestimmen Sie die folgenden Integrale

a) F1(1+2x)3 dx, b) ( lx— 1| dx, o) PWMC{,@
JO J=-2 JO tij;i
/4 ) 4 1 re 1

d) I, sin(x)cos(x) dx, e) I, mdx, f) J, mdx,
r4 r2 8 1 , ,

g) J, arctan(ﬂx/&—l) dx, h) J, mdx, i) J, xe!)sin(e™’)) dx.

1

Vi-x2’

Erinnerung: arcsin’(x) = arctan’(x) = ﬁ, sin(e) = %, sin(7/4) = cos(/4) =

=

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Entweder wir erkennen direkt die Funktion x — %(1 +2x)* als Stammfunktion des Integranden,

oder wir nutzen die Substitution y(x) = 1 + 2x (also % =2,wasdy = %dx liefert, sowie y(0) =1,
y(1) = 3). Damit folgt

1 3
1 I 43 81-1
3 3 4
d = =10.
JO(1+2x) dx 2J1y 4% 83} | 3
b) Wir teilen das Integral auf, um den Betrag aufzulosen. Es gilt

2 ! 2 1 ,\p (1, 2
j |x—1|dx:f 1—xdx+f x—ldx:(x—— )| +(—x —x)|
-2 -2 1 2 —2 0 \2 !

:(1_%)—(—2—2)+(2—2)—(%—1)=5.

c) Mit der Substitution y(x) = arcsin(x) gilt % = \/1%7, also \/11_7
/6. Es folgt

arcsin(x) J"/ﬁ 1,
———Fdx= dy = =
0 V1-x? 0 Y=Y

dx =dy, sowie y(0) =0, y(1/2) =

V2 e TC 2

072




d) Mit y(x) = sin(x) gilt % = cos(x), also cos(x)dx = dy, sowie y(0) = 0, y(7/4) = 1/v2. Es folgt

/4 N2
1
f sin(x)cos(x) dx = j ydy = 2|1/\F -
0 0 4

e) Mit p(x) = Vx x gilt 3= dy _ 2\1/9?’ also \/L;dx = 2dy, sowie y(1) =1, y(4) = 2. Es folgt

1 |
J; m dx = 2£ m dy = 2log(1 +y)ﬁ =log(3) —log(2) = 2log(3/2).

f) Mit y(x) =logx gilt % =1, also 1dx =dy, sowie y(1) = 0, y(e) = 1. Es folgt

e 1 1 1 .
L (1 +1og(x) dx = L T+y dy =log(1 +)|, = log(2) —log(1) = log(2).

. . . d
g) Mit p(x) = VVx—1 gilt Vx = y(x)> + 1 sowie £ = 4{\}(_ 77 +1 , also dx = 4y(y? + 1)dy,
sowie (1) =0, y(4) = 1. Es folgt

4 1
J arctan(4/Vx—1)dx = j (4y3 +4y)arctan(y) dx.
1 0

Dieses Integral berechnen wir mit Hilfe partieller Integration

1 1.4 2
+2
j (4x3 + 4x)-arctan(x) dx FL (x4 + 2x2)arctan(x)|(1) - j r o
0 0

X
=/(x) u(x)

3 1 1+ 2)2 _ 1 3 1 1

:_T(_j %dx:_n_f (1+x2)dX+J zdx
4 0 L+x 4 0 0 1+x
3 1 3 4 4

= _n - (X-l- —X3)|1 +arctan(x)|1 = —T[ - — 4 E == —.
4 3 0 0 4 374 3

h) Durch scharfes Hinsehen erkennen wir, dass x — —m eine Stammfunktion von x — W
ist. Deshalb folgt mit partieller Integration, dass

2 3 2 2 2
X X P.I. X X
—— —dx= ¥ ———dxE | +2 [ ———dx
L (1+x2)” L —— (1 +x2)% (1+x2)¥21h jl (1+x2)”

=u(x) ——
=v’(x)
4

4 v 2y 4 i_i
= \/§+\/§+2(1+ |1 \/5 \/_ +2V5-2V2= >



. . . x2 . .
i) Durch scharfes Hinsehen erkennen wir, dass x +— —% cos(e”*”)) eine Stammfunktion von x

xe(*) sin(e™”)) ist. Deshalb folgt mit partieller Integration, dass

1 1 1
1
J xe2’ sin(exz) dx = J e™) -xe(xz)sin(e(xz)) dx ——cos(e(xz))e(x2)|(1] +J xe(xz)cos(e(xz)) dx
0 0o > —_— 2 0
=:u(x) =v/(x)

= —% cos(e)e + %cos(l) + %sin(e(xz))hl) = %(COS(l) —sin(1) +sin(e) —ecos(e)).

Aurcask 65 (Usuna)
Es seien n,m € INy. Man berechne

1 1
J x"(1-x)" dx und j (1+x)"(1-x)" dx.
0 _

1

Hinweis: Verwenden Sie partielle Integration, um eine Rekursionsformel herzuleiten.

LOSUNGSVORSCHLAG

Wir setzen I, ,,, := IO (1 —x)"dx. Mittels partieller Integration berechnen wir

1
Iym = J x"(1-x)"dx

0
1
= L n+1(1 X) ]1_J‘ 1 xn+lm(1_x)m—l(_1)dx
0

n+1 0 n+1
=0
m 1
— J\ xn+1(1_x)mfldx
n+1 J
m
= lnm-t
Ferner gilt
1 1
1 1
I — xn+mdx:[ xn+m+1 — .
rbm,0 J; n+m+1 0o n+m+l
Es folgt
1
m!
x"(1-x)"dx=1,,, = I
J; (1-x) T+ D)(n+2) ... (n+m) "0
n!m!
_m n+m,0
_ nlm! 1
C(n+m)! n+m+1
n!m!
C(m+m+ 1)



Fir das zweite Integral benutzen wir die Substitution x = 2f — 1 und erhalten

1 1
f (1+x)"(1-x)"dx = f (2t)"(2—2t)™ . 2dt

1 0
1
— 2n+m+1 J tn(l _ t)m dt
0

_ An+m+l
=2 Lym
n!m!

:2n+m+1
(n+m+1)"

AurGABE 66 (TuTORIUM)

Bestimmen Sie, wo moglich, die folgenden unbestimmten Integrale.

a) Jarcsin(x) dx, b) Je‘/’? dx, c) J(log(x))2 dx,
1-x X . 2x+1
d) J"/1+xdx' e) Je sin(ax) dx, f) dex
LOSUNGSVORSCHLAG

a) Mit partieller Integration folgt

X

Jarcsin(x) dx = Jarcsin(x)- 1 dx = xarcsin(x) - J dx = xarcsin(x) + V1 —=x2+C
~——

S
=:u(x) v'(x)

1-x2

fiir x € (~1,1).

b) Mit der Substitution y(x) = Vx gilt j—z = ﬁ&, also dx = 2y/xdy = 2ydy. Somit folgt

J‘e‘/E dx = ZJyey dyl,— 5

Das letzte Integral berechnen wir tiber partielle Integration. Es gilt

j y € dypé'yey—jeydy:yey—eV+C:(y—l)ey+C.
\/_/\/_/
=u(x) =V (%)

Somit folgt insgesamt

je‘/’?dx: 2(\/§—1)e‘/’?+C

fur x > 0.



c) Nach der Vorlesung (Vorgehen analog zu a)) ist eine Stammfunktion von log gegeben durch

x — xlog(x) — x. Durch partielle Integration folgt
J-(log(x))z dx = jlog(x) log(x) dx "2 log(x)(xlog(x) — x) — f log(x) — 1 dx
=log(x)(xlog(x) — x) — (xlog(x) —x —x)+ C = x(log(x))2 —2xlog(x)+2x+C

fur x > 0. Alternativ konnen wir auch y(x) = log(x) substituieren und das so entstehende
Integral iiber y%e? mit partieller Integration berechnen.

Fur x € (-1, 1) folgt mit partieller Integration, dass

f\/ 1 +i J \/11—__x dx = (\\H = = (1 —x)arcsin(x) + Jarcsin(x) dx
=:u(x)

\.\,_.._/

=v’(x)

Mit a) folgt demnach

J

Mit zweimaliger partieller Integration folgt

i dx = (1 — x)arcsin(x) + xarcsin(x) + V1 —x2 + C = arcsin(x) + V1 —x2 + C.

J e* sin(ax) dx P ox sin(ax)—a e* cos(ax) dx
\,./\/-/ \/./\/_/
=v'(%) =y (x) =0'(%) =uy(x)

PI o . :
=" e*sin(ax) — ae* cos(ax) — a® j e*sin(ax) dx.

Addieren wir auf beiden Seiten das letzte Integral und dividieren durch 1 + a2, so erhalten wir

Jex sin(ax) dx = ¢ (sin(ax) —acos(ax)) + C
1+ a?

fur x € R.
Es gilt
2x+1 2x+4 1
JLM:ILM_EJ_M
x2+4x+8 x2+4x+8 4) 3+1)%+1

Im erste Integral erkennen wir im Zahler die Ableitung des Nenners, weswegen eine Stamm-
funktion durch x > log(x? + 4x + 8) gegeben ist (eine Substitution y(x) = x* + 4x + 8 macht dies

deutlich). Im zweiten Integral substituieren wir y(x) = 5 + 1 mit g—z = %, also dx = 2dy. Somit
folgt

2x+1 2 3 1 2 3 X
fmdleog(x +4x+8)+C—§J-y2+1 dyly- 541 =log(x +4x+8)—§arctan(§+l)+c.

fur x e R.
Anmerkung: Der Ausdruck x? + 4x + 8 ist positiv fiir alle x € R. Stiinde im Nenner des ersten



Integrals ein Ausdruck, der (auch) negativ sein kann, so miisste man die Nullstellen fur die
Stammfunktion naturlich ausschliefen und die Stammfunktion in den restlichen Punkten
ware durch den Logarithmus des Betrags gegeben, wie man anhand einer Fallunterscheidung
erkennt.



