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Aurcask 85 (Usung)
Es seien n € Nund ¢: R" - R, (x1,Xp,...,X,) — )_;_, kxi eine Abbildung.

a) Zeigen Sie, dass ¢ linear ist.
b) Bestimmen Sie eine Basis von Kern ¢ und eine Basis von Bild ¢.

c) Fir welche n ist ¢ injektiv?

LOSUNGSVORSCHLAG
Esseine Nund ¢: K" > K, (x1,X3,...,%,) — )_;_; kx; eine Abbildung.

a) Aufgrund von

o = P=4]: mitA=(1 2 3 - n)eK™

ist ¢: K" — K linear.

Alternativ kann man die Linearitat von ¢ auch wie folgt begrinden:

X1 Y1
Fur beliebige a e Kund x=| : |, y=| : |e K" gilt
Xn Yn
ax;+y n n n
Plax+y) = 1 =) Kaxc+p)=a) ku+) kye=adp(x)+¢@).
axn +yn k=1 k=1 k=1
a
0

b) Wegen ¢(| . |) = 1-a = afiir jedes a € K gilt Bild ¢ = KK, also ist {1} eine Basis von Bild A = Bild ¢.
0
Insbesondere ist dim (Bild A) = 1.

Nun uberlegen wir uns, wie viele Basisvektoren Kern ¢ = Kern A aufspannen. Die Dimensions-
formel liefert n = dim (Bild A) + dim (Kern A), folglich ist dim Kern A = n—1. Wir bestimmen



Kern ¢ = Kern A: Jeder der n—1 Vektoren

2 3 n
1] o 0
ol |-1 0
ollol-|o]|eK
o) o -1

ist in Kern ¢ enthalten. Diese Vektoren (bzw. die Negativen davon) erhalten wir durch
Einsetzen von Parametern fur x,,...,x, in der Gleichung

X1 +2x+--+(n—1)x,_1 +nx, =0

oder uiber den (—1)-Trick (denn Kern A ist die Losungsmenge der Gleichung Ax = 0). Da die
angegebenen n —1 Vektoren linear unabhangig sind, bilden diese eine Basis von Kern ¢ :

2 3 n
-1 0 0
0 -1 0
Kern g =lin<| g Ll o | -+ ] 0
0 0 -1

c) Wegen ¢ injektiv <= Kern ¢ = {0} <= dim Kern ¢ = 0 ist ¢ genau fur n = 1 injektiv.
Aurcask 86 (Usuna)
a) Die lineare Abbildung ¢ : R — IR sei gegeben durch
P(e3) = 2e; + 3e;p + 5es, P(ey+e3)=ey, Pley +ex+e3)=ey—es.
Bestimmen Sie die Abbildungsmatrizen A} und Ag: von ¢ bezuiglich der Standardbasis B
des R? sowie beziiglich der Basis B’ = {e3,e, +e3,¢; +e; + e3).

b) Die lineare Abbildung P : R>? — R>*? sei gegeben durch P(A) = 3(A+AT) (siehe Aurcase
83). Geben Sie die Abbildungsmatrix A von P beziiglich der Basis B = {((1) 8), (8 (1)), ((1) 8),

(8?)}an.

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Um die Darstellungsmatrix beziiglich bestimmter Basen herauszufinden, miissen wir die
Elemente der Basis im Urbildraum einsetzen und das Bild dieser Basisvektoren anhand der
Basis im Bildraum ausdriicken. Wir machen dies zuerst fur die Standardbasis B. Da ¢ linear
ist, gilt

pler) =P((eg +ey+e3)—(ex+e3)) = Pleg +ex+e3)—Pley +e3) = (ep —e3) —e; = —e; +ey—e3,

Plez) = Pp((ex +e3)—e3) = Pplex +e3) — Pple3) = e; — (2e1 +3ex + 5e3) = —e; — 3e, — Se,

(;[)(63) = 261 + 362 + 5@3.



Somit ist die Abbildungsmatrix gegeben durch

-1 -1 2
AB=|1 -3 3|
-1 -5 5

Die Bilder der Basisvektoren von B’ kennen wir bereits, wir missen Sie blof3 umschreiben. Es
gilt
(P(€3) = 261 + 3@2 + 533 = 263 + (62 + 63) + 2(61 +é)+ 63),
Pex+e3)=e; =—(ep+e3)+ (e +ey+e3),
Ple; +ey+e3) =ey—e3=—2e3+(e; +e3)

Somit ist die Abbildungsmatrix gegeben durch

2 0 -2
Ab =11 -1 1
2 1 0

b) Bezeichnen wir die vier Basismatrizen in ihrer Reihenfolge als by, b,, b3 und by, so gilt

0 %\ 1, 1
P b = 2 :_b _b ’
(bo) (% 0) FV2t 503
0 3\ 1, 1
P(b3) = 2l==b b3,
(b3) (% 0) FV2t 503
0 0
Die Abbildungsmatrix ist somit gegeben durch
1 0 0O
11
o 110
o I 1o
0 0 01
Aurcase 87 (Usunc)
In R¥* bzw. R3*3 seien die folgenden Matrizen gegeben.
0o 3 -1 1 -1 1 0 -1
1 3 1
1 -3 1 -1 0 1 .0 O
A_—51OO' B_OOlO' C_;L_leg
0 -2 3 0 0 3 1

Uberpriifen Sie, ob diese Matrizen regulér sind. Berechnen Sie, wenn moglich, A=, B~!, C~!
und (AB)~L.



Die Matrix C ist nicht reguldr, da sie Rang 2 besitzt.

LOSUNGSVORSCHLAG
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0
0
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4 4 2
2 -2 0

:

Die Matrizen A und B sind regulér. Die Inverse von A ergibt sich durch
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also

-1 1 3 -1
0o 1 0 o0
-1 _
B = 0 0 1 0
0 0 -3 1

Nach Vorlesung ist nun auch AB regulir und (AB)~! = B~ A~! (siehe 3.2 "Hemd-Jacke'-Regel.). Nach
der Definition der Multiplikation von Matrizen ("Zeile mal Spalte") ergibt sich

42 49 10 2
4 i, |5 5 10
AB)" =B"A7 =1, 15 3 1

-38 —-45 -9 -2



