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Ho6here Mathematik I fiir die Fachrichtung Physik

Losungsvorschliage zum 2. Ubungsblatt

Aufgabe T7:

(a) Fiir jedes x € R gilt (quadratische Ergéinzung)

1\° 77
2
_ — — - > —.
-z +2 <x 2> +4_4 (1)

Also ist A nach unten durch % beschriankt. Einsetzen von x = % in zeigt % € A. Also

ist min(A) = inf(4) = I.

Wir zeigen, dass sup(A) und max(A) nicht existieren, da A nicht nach oben beschrinkt ist.
Sei dazu 7 € R beliebig. Setze x := max {7, 2}. Dann gilt

Asa=2>—z+2>2 —zx=x(z—-1)>z>7.
——
>1

Also kann tatséchlich kein v € R eine obere Schranke von A sein.

(b) Fiir jedes N € N gilt (quadratische Ergéinzung)

n+;:<\f_\/1%>2+222. (2)

Also ist B nach unten durch 2 beschrénkt. Einsetzen von n = 1 in zeigt 2 € B. Also ist
min(B) = inf(B) = 2.

Wir zeigen, dass sup(B) und max(B) nicht existieren, da B nicht nach oben beschrinkt ist.

Sei dazu v € R beliebig. Nach dem Satz aus Abschnitt 4.7 des Skriptes, gibt es ein n € N
mit n > . Dann gilt

1
Bab::n+ﬁ>n>fy.

Also kann tatséichlich kein v € R eine obere Schranke von B sein.
O
Aufgabe 8:

(a) Fiir jedes 0 < x < 42 gilt (quadratische Ergéinzung)

x+i:(\f—\}§>2+222. (3)
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Also ist A nach unten durch 2 beschriankt. Einsetzen von 0 < x = 1 < 42 in zeigt 2 € A.
Also ist min(A) = inf(A) = 2.

Wir zeigen, dass sup(A4) und max(A) nicht existieren, da A nicht nach oben beschrinkt ist.

Sei dazu v € R beliebig. Setze = := Ivlﬁ Es ist 0 < z < 1 und demnach gilt

1 1
Asa=z+—->—=1+]N[>]=1.

x
Also kann tatséchlich kein v € R eine obere Schranke von A sein.

Fiir jedes z € R gilt

2
T 1
0 ——=1-— < 1. 4
— 1422 1+ 2 (4)
——

>0

Also ist B nach unten durch 0 und nach oben durch 1 beschriankt. Einsetzen von z = 0 in
(4) zeigt 0 € B. Also ist min(B) = inf(B) = 0.

Wir wollen sup(B) = 1 zeigen und verwenden dafiir Satz 4.6 (3) des Skriptes. Sei also € > 0
Eec R I O gilt tatséchlich

&

beliebig. Setze x :=

2
T
Te? > 1€

s 2>1-e)(1+2Y)=01-¢)+2%(1—¢)

& 22(1—(1—¢))> (1 —¢)
2

& 1‘2—< Il;'—i—l) >%

s wahr.

Also ist sup(B) = 1. Da nach 1 ¢ B, existiert max(B) nicht.

Aufgabe 9:

(a)

Sei z € R. Es gilt: |2z — 10| = 2|z — 5|. Betrachte die Fallunterscheidung:
e x> 5: Es gilt dann |z — 5| = z — 5 und damit

20 — 10| =2z —5|=2(z—5) <z < z<10.

o z < 5: Es gilt dann |z — 5| =5 — z und damit

10
20 — 10| =2z —5|=2(b—z) <z < ggw.

Insgesamt ist also das Intervall M = [ 5) U [5,10] = [£,10] die Losungsmenge.



(b) Sei z € R. Es gilt [z —2| - [z +2| = |x274| und damit |z — 2| |z +2| =2 & 22 -4 ¢
{-2,2}. Ferner gilt

x2—4:2©x2:6<:>336{—\/6,\/8},

sowie

P2_d= 2ol —2oz€ {—x@\@}
Damit ist die Losungsmenge M = {—\/6, —\/5, ﬁ, \/é}

(c) Da Betréige nicht-negativ sind, gilt

lt4+2| >z -3 & (z+2)*> (z—3)>
& ?4dr+4>22—62+49

< 10x > 5

& >1
> —.
2

Damit ist M = (%, o0) die Losungsmenge.

(d) Sei z € R. Definiere y := |2 — z|. Es gilt
2-2-all=2-yl=22-yec{-22},

alsoy = 0oder y = 4. Ist y = |2—x| = 0, s0oist z = 2. Ist y = |2 — x| = 4, so ist
2 —x € {4,—4}, also € {—2,6}. Damit lautet die Losungsmenge M = {—2,2,6}.

O

Aufgabe 10:

(a) Sei z € R. Es gilt [4 — 3z| =3 ’% - :L" Betrachte die Fallunterscheidung:

. ng: Es gilt dann ‘%—x‘ :x—%und damit
4 4
|4—3x]:3'3—x >23:+10<:>3(:U—3> >2r 410 < x > 14.
° x<%: Es gilt dann ‘%—az‘ zg—azund damit

4
|4 —3x|=3 3%

4 6
>2:E+10<:>3<3—x> >2x—|—10<:>—5>x.

Da % < 14 und —g < %, ist die Losungsmenge M = (—oo, —g) U (14, 00).

(b) Sei x € R. Es gilt
|2 4| <z+2=2+2>0 0> -2
Ferner ist offenbar —2 € M. Sei also im Weiteren x > —2. Dann gilt
|22 —4| =z -2||z+2| =]z -2/ (z+2)<z+2& [z -2 < 1,
also x € [1, 3]. Damit ist die Losungsmenge M = {—2} U1, 3].



(c) Sei z € R. Da Betréige nicht-negativ sind, gilt

lr—4=lz+1 & (x—4)72=(z+1)>
s 2 —8r+16=2>+2x+1

& 15 =10z
= 5
T =
2

Also ist die Losungsmenge M = {%}

(d) Sei z € R. Es gilt
llz+1] =2/ <z=2z<0.

Sei also im Weiteren « > 0. Dann gilt
lz+1=2|=lz+1-2|=|z -1 <z=|z|.
Da Betréage nicht-negativ sind, gilt

1
\x—l\g]m\ﬁ(m—l)2§x2©1§2x®§§x.

Wegen 0 < %, ist die Losungsmenge M = [%, 00).

Aufgabe 11:

(a) e Induktionsanfang (IA):
Firn=1gilt >} k-kl=1=(n+1)!-1

o Induktionsschluss (IS):
Sei n € N beliebig. Fiir dieses n gelte die Induktionsvoraussetzung (IV)

d kekl=(n+1)! -1
k=1

Dann gilt fiir n + 1
n+1

Skekl = (n41)-(n+DI+> kKl
k=1 k=1

D ) e D (1) -1

= (n+)-(n+2)—1=mn+2)! -1

Die Aussage lisst sich wie folgt direkt zeigen. Es gilt fiir jedes n € N

Dkekl = D k+1-1)kR =) [+ DE B =D (k+ 1) =) K
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
n+2 n
Indeéshift Z El— Z Kl Tele;kop— (n 4 1)‘ _1
k=2 k=1



(b) e Induktionsanfang (IA):
Fiir n = 1 gilt S0, (—=1)F1k2 = 1 = (—1)ninitd),

o Induktionsschluss (1S):
Sei n € N beliebig. Fiir dieses n gelte die Induktionsvoraussetzung (IV)

n

Z(—l)kaQ — (—1)H n(n + 1)'

2
k=1
Dann gilt fiir n + 1
n+1 n
Z(—l)k+1/€2 _ (_1)n+2(n + 1)2 + Z(_l)kz—l-le
k=1 k=1
_ n+2 .
()2 +1)- ((n+1) - 3)
= (et
O
Aufgabe 12:

(a) e Induktionsanfang (IA)

Fir n =1 gilt [[Z (1+ )k

_n"
1—?.

o Induktionsschluss (IS):
Sei n € N beliebig. Fiir dieses n gelte die Induktionsvoraussetzung (IV)

n—I1 k
1 n"
1+ = —.
H( * k:) n!

k=1

Dann gilt fiir n + 1

(n+1)—1

11 <1+]1€>k

k=1

Il
0

) ) )

(n+1)" n* _ (n+1)" n+l _ (n+ 1"

n" n! n n+1 (n+1)

(b) e Induktionsanfang (IA):
. . n 1(141)(2141) _ n(n+1)(2n+1
Firn=1git Y k*=1%= ( )é ) — )6( ).

o Induktionsschluss (IS):
Sei n € N beliebig. Fiir dieses n gelte die Induktionsvoraussetzung (1V)

1)(2n + )
Zk2 ;




Dann gilt fiir n + 1

n+1
k=1
1 2n+1 2n?
_ (n+1)'6(n+ )+6n( n+ )Z(n+1)-6n+62 n®+n
2n? +Tn+6 2)(2n +3
= (n—l—l)-n—i_67ﬂb+:(n+1).(n+ )(2n + )

Die Aussage lésst sich wie folgt direkt zeigen. Nach dem Hinweis gilt (Teleskopsumme)

n = Zk3 Zn: Zk3 Zn: —3k% 4+ 3k — 1)
k=1 k=1
- i(3k;2—3k+1):32k2—32k+n
k=1 k=1 k=1

Nach Beispiel (2) des Abschnittes 4.8 des Skriptes gilt

Einsetzen und Auflssen nach ), k? liefert die gesuchte Formel

n

n _3Zk2 Ll)—kn YN n(n—i—l)(n—l)—l—?m(n2+1)Z3Zk2

n(n+1)(2n + 1).

k? =
6

¢
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