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Aufgabe 25:

(a) Es gilt
1

1
agk = ﬂ —0 und a2k+1 = W — 0.

Nach Aufgabe 19 gilt

lim a, = hm aop = hm ask+1 = 0.
n—oo k—o0

(b) Angenommen »_ 7 ,(—1)"a, konvergiert. Bezeichne etwa a := > 7 ,(—1)"a, den Reihen-
wert. Fiir die 2N-te Partialsumme gilt

2N N-d N LN N
D1 an = 30 ()* e + 3 (=53 g 5 3
=t h=0 k=1 k=1 k=0

und folglich

N-1 1 2N N 1
> i +2) (-Da, = ZE
k=0 n=1 k=1

(geometrische Reihe). Nach Annahme ist ) 7 ,(—1)"a, konvergent. Dann ist also auch
220:1% konvergent (gegen 2 3 + 2a). Aber nach Belsplel (3) aus Abschnitt 7.1 des Skriptes
ist Y o0, % divergent (harmonische Reihe). Also muss die Annahme verworfen werden —
S (—=1)™a,, ist divergent.

n=1

(c) Die Folge (a,) ist nicht monoton fallend. Wegen 2% > 1 4 2k > k + 1 ist

1 1
A2k+1 = 5opr1 < o o T G2k

fiir jedes k € N.
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Aufgabe 26:

(a) Firn=1ist a, =2 > 0. Fiir n > 1 ist y/n < n bzw. %<\1f Deshalb gilt

0, = - (=1 >

1
v T

Die Konvergenz von (a,)nen gegen 0 ist klar wegen f —0 und — 0 fiir n — oo.

n=1

(b) Nach dem Leibniz-Kriterium aus Abschnitt 7.5 des Skriptes ist die Reihe > °° (?/1%” kon-
vergent. Wire die Reihe > _,(—1)"a, konvergent, so wire auch die Reihe

(%9) n 00 1
> -3 -3
n=1 n=1 n

konvergent. Nach Beispiel (3) aus Abschnitt 7.1 des Skriptes ist die harmonische Reihe
> | L jedoch divergent. Also muss die Reihe > n>1(—1)"a, divergieren.

o0

n=1

(c) Die Folge (an)nen ist nicht monoton fallend (keine leichte Rechnung).

g

Aufgabe 27:

(i) Sei N € N. Fiir die N-te Partialsumme Sy der Reihe gilt

Yoo A A LA |
S = Z(n+1)!zz[(n+l)! n—i—l} ZH_Z(nJrl'

n=1 n=1 n=1 n=1
N N+1
Indexshift Z 1 1 Teleskogsumme 1
- n! n! - (N + 1)
n=1 n=2 ( + )

Folglich ist die Reihe konvergent und es gilt: > 7 1 +1), =limpy_00 Sy = 1.

(ii) Sei N € N. Fiir die N-te Partialsumme Sy der Reihe gilt

Sn = ii<k>2n+k ZZ()Q”"? 22k in <> 4%

n=1 k=0 n=1 k=0
N n N
Binom. 1 1 3 3
s (m) -2 (4) ——1+HZO (4)

Der zweite Summand ist die N-te Partialsumme der geometrischen Reihe Y7 ) 2" mit
0<z= % < 1. Nach Beispiel (1) aus Abschnitt 7.1 des Skriptes ist der Reihenwert der
geometrischen Reihe in diesem Fall % = 4. Also ist die vorliegende Reihe konvergent

und es gilt Y2 > ( )2n+k limyeo Sy = =1+ 3772, ( ) =3.



Aufgabe 28:

(i) Sei N € N. Fiir die N-te Partialsumme Sy der Reihe gilt

N _ N _ _ N _
SN _ Z(n—’_l_%)e n:Z(n"’l)e " —ne (n+1) :Zg_ze (n+1)
n(n+1) n(n+1) n (n+1)
n= n=1 n=1 n=1
Indexshlft Teleskopsumme 1 1 1
Z —- Z — TNl o
Folglich ist die Reihe konvergent und es gilt )7, % = limy_00 SN = %
(ii) Sei N € N. Fiir die N-te Partialsumme Sy der Reihe gilt
N N N-1 n
(4$) 433 n-l Indexshift ( 4x >
S = _—_— = = 456 . — .
N Z( 1+ 2]z)" 2:: 1+ 2]z)" nz:% 1+ 2]z]
Der zweite Faktor ist die (V — 1)-te Partialsumme der geometrischen Reihe ), y™ mit

y= 1+2|x\
genau dann konvergent, wenn |y| < 1 ausfiillt. Es gilt

|y <1<:>li‘;:|’x|<1<:>4|x] <1+2z| & |z <%.
In diesem Fall betréigt der Reihenwert > 7 (y" = ﬁ = 1_1};'“ = 1+;aj||f‘2$). Folglich
gilt dann auch Y77 a +(24|?Dn r=4- 11(21(?;2‘@)1)
(4z)”

Ist |[y| > 1, so ist x # 0. Folglich muss -, Aol
geometrische Reihe )~ (4™ mit einem |y| > 1 konvergent wére.

Aufgabe 29:

(i) Sei n € N. Es gilt

Nach Beispiel (1) des Abschnittes 7.1 des Skriptes ist die geometrische Reihe

divergieren, da ansonsten die

‘(m(%)‘ _ (2n> (2n)! @2n) TG It

n n

(2n —n)In! — (n!)2 (Hn X .)2 | J Y

Indexshift H n + j ﬁ
H] 1 -] j=1

Wegen (2") — oo, ist (ap)nen = ((—1)”(2:))%N keine Nullfolge. Nach Satz (4) aus
Abschnitt 7.2 des Skriptes ist dies aber eine notwendige Bedingung dafiir, dass Y > | ap

konvergiert. Also ist Y 7 | a, divergent.



(i) Fiir n € N gilt

n "2_ n \" (n+1 1 \"
n—+1 C\n+1 S \n+1 n+1

B . 1 n+1 . 1 -1
N n+1 n+1 '

n+1 -1
Wegen (( - %—H) > — 1 (vgl. Aufgabe 21 (v)) und ((1 - n%rl) ) — 1 gilt

1
limsupb, = lim b, = — < 1.
e

n—00 n—00

2

n
Folglich ist >, (niﬂ) nach dem Wurzelkriterium (absolut) konvergent.

(ii) Fir0<a<1lund allen € Ngilt 0 < /a <1 und 0 < "*/a < 1. Deshalb gilt

{l/&: n+1/(%)n+1 _ "*{/aT\/E< n+\1/m: n+\1/a'

Folglich ist (1 — {/a)nen (streng) monoton fallend. Ferner ist lim,, o, /a = 1. Nach dem
Leibniz-Kriterium ist die alternierende Reihe > °° ,(—1)"(1 — {/a) konvergent.

n=1

Erinnerung (dritte binomische Formel — siehe (1) im Abschnitt 4.11 des Skriptes): Fiir
alle a, 8 € R und alle n € N gilt

n—1
a" =Bt =(a=p)- Y "Rk, (1)
k=0

Einsetzen von a = 1, § = {/a und Umstellen nach o — 3 liefert
1—-a 1—a
()" = Vo) =1- Va= —— P2
o (Va)" — Xisol
———

<1

=(1-a)-

Da die Reihe Y, o, =% = (1 —a) - Y, 2 divergent ist, liefert das Minorantenkrite-
rium zusammen mit der obigen Abschitzung, dass ) -,(=1)"(1 — {/a) nicht absolut
konvergent ist.

(iv) Fir n € N sei a,, := %('%71) Offenbar ist a,, > 0 und es gilt
D! 1-3-5---(2n—1 1 1+
an, n! 1-3-5---(2n+1) 2n+1 24+

Wegen limsup,, ., bp = lim,_o0 by = % folgt mit dem Quotientenkriterium, dass die
Reihe Y7, %('27171) (absolut) konvergent ist.

(v) Fiir alle n > 3 gilt

n-+4 n+4 n 1
= 3n 1 nn—3)+1 " n? n~
S
>0

und die harmonische Reihe Zn21 % ist nach der Vorlesung divergent. Folglich ist auch die

Reihe >~>7 nﬁ;ﬁ T divergent nach dem Minorantenkriterium.



(vi) Fiir alle n € N gilt

=l

und die Reihe ), # ist konvergent nach Vorlesung. Die Reihe > >, (—1)™ [%ﬂ - %H}

1 1
n+3 n+2

(n+2)—(n+3)‘ 1 1

n+3)n+2) | m+3)nt2) = n?

ist nach dem Majorantenkriterium folglich auch absolut konvergent.

Aufgabe 30:

(i) Natiirlich ist 3,4 1_“;% konvergent fiir z = 0. Sei also im Folgenden x # 0. Dann ist
y:= 2% > 0. Fiir alle n € N gilt

2" oyt 1 _ 1
1 4 gin - 1+y2n - Yy 4y - <i)n+yn
Ist y =1, so gilt
" 1 11
14 a4 (%>"+yn T T
und folglich ist (ap)nen := (ﬁ%) . keine Nullfolge. Nach Satz (4) aus Abschnitt 7.2
ne

des Skriptes ist dies aber eine notwendige Bedingung dafiir, dass >, a, konvergiert.
Also ist > 07, % divergent fiir 22 € {—1,1}.

Ist y # 1, so ist y < 1 oder % < 1. O.B.d.A. sei y < 1. Dann gilt

- 1 ! n

e Q) e ()
y) TV y
Die geometrische Reihe ), ;9" mit dem Parameter [y| = y < 1 ist nach Beispiel (1)
des Abschnittes 7.1 des Skriptes konvergent. Weil |a,| < y" fiir alle n € N ausfillt, ist

die Reihe }_, -, an (absolut) konvergent nach dem Majorantenkriterium (Satz (1) aus
Abschnitt 7.4 des Skriptes).

(i) Fiir n € N gilt

und folglich ist

. : 1 \" 1 1\"
limsupb, <limsup-(1+—)] ==-1lm (14+—) ==<1.
3 n n

n—+00 n—00 3 n—oo

N
Nach dem Wurzelkriterium (vgl. Abschnitt 7.6 des Skriptes) ist >, -, 3% (1 + &L )

(absolut) konvergent.



(iii) Wegen
1

=— Vn € N
n

ist die Reihe ) -, % nicht absolut konvergent (2221% ist die harmonische Reihe aus
Beispiel (3) im Abschnitt 7.1 des Skriptes).

Betrachte die N-te Partialsumme Sy = 25:1 % fiir N € N. Die Reihe ist genau dann

konvergent, wenn die Folge (Sn)nen konvergent ist. Nach Aufgabe 19 gilt dies genau
dann, wenn (S ) und (San+1) gegen den gleichen Grenzwert konvergieren.

Wir beginnen mit der Teilfolge (Sox ). Diese ist genau dann konvergent, wenn ihr Realteil
und ihr Imaginérteil konvergent ist. Fiir NV € N gilt

in N i2n—1 i2n N 2n—1 N i2n
S = _— = — -
N 25 [2n—1+2n} 2 51T 2
n=1 n=1 n=1 n=1
S Lo A o /S ol VA i
i m—1 om L m—1 m
n=1 n=1 n=1 n=1
= i U i -
2n 2n —1
n=1 n=1
—RB(SQN) —Im‘(AngN)

Also ist Re(San) gerade die N-te Partialsumme der Reihe > 72, (72}3;@. Diese ist nach

dem Leibniz-Kriterium (siehe Abschnitt 7.5 des Skriptes) konvergent. Ferner ist Im(San)
gerade die N-te Partialsumme der Reihe ) 77, % = (-1)- >, (2;1_)f . Diese ist
ebenfalls konvergent nach dem Leibniz-Kriterium. Damit ist (Saxn) konvergent.

Schliellich gilt

12N+1 (_ )N
— lim Soy +i- Ii — lim Soy.

ON 11 nNom o HL g o = i o2

—_———

lim 52N+1 = lim S2N+
N—oo N—oo

=0
Also ist die Reihe > 2 | % konvergent.
(iv) Fiir n € N sei a,, := (3(73;2;, Offenbar ist a, > 0 und es gilt
ant1 (2(n+1))! (3n)"n!  (2n+2)! n! (3n)™
an B+ m+1! 2n)!  2n) (n+ D! (3(n+1))nH
(2n+2)(2n+1) (3n)" 2+ D@n+1) 1 (3o
B n+1 (3(n 4 1))nt1 n+1 3n (3(n+1))ntt
4 1 n \"t 4 1 1\t
= (14— = (14+—]-(1- :
3 (+2> (n—i—l) 3 <+2n> < n 1)
Ferner ist
n+1
. an41| ;. an+1 4 . _ 1 + i 4
| s () i ()




Da e > 2 ist limsup,,_,,, |“2| < 2 < 1. Mit dem Quotientenkriterium (siehe Abschnitt

Qn

7.7 des Skriptes), dass die Reihe > >° | % (absolut) konvergent ist.

Fiir alle n € N gilt

(vVn—2)? n(l— %) (1-%)?

a’I’L: = = .
mAVATET ez e d on (1414 h)

Fiir die Klammer im Nenner gilt 1+4/1 + 7714 < 14 /2 < 3. Fiir den Zihler giltabn > 9

ORI GEARIGEA

Deshalb folgt a,, > %% fiir fast alle n € N. Die harmonische Reihe >°°° | L ist nach Beispiel

n=1n

. . . . A . o (VA—-2)2
(3) im Abschnitt 7.1 des Skriptes divergent. Folglich ist auch die Reihe ), Py e

divergent nach dem Minorantenkriterium (siehe Satz (2) im Abschnitt 7.4 des Skriptes).

Wir zeigen vorbereitend, dass
"Wn+1< Un
fiir alle n > 3. Sei dazu n > 3 beliebig. Es gilt
"WnHl<Yn e > ("Vn+1)" = " (n+1)n

& "> (n4 1)

1\" 1\"
& n>(n+ > :<1+> .
n n

Nach Abschnitt 6.6 des Skriptes ist lim,, 0 (1 + %)n =e < 3und ((1 + %)n)neN monoton
wachsend. Damit gilt tatséchlich
1 n
n>3> (1 + >
n

Yn— "l . . oy .
Die Reihenglieder a,, = w sind nach Obigem ab n = 3 positiv. Da es bei
Konvergenzfragen auf endlich viele Reihenglieder nicht ankommt, ist >~ ; a,, genau dann
konvergent, wenn sie absolut konvergent ist bzw. wenn ) > . a,, konvergent ist.

fir alle n > 3.

Fiir die N-te Partialsumme Sy der letzten Reihe gilt

Yn— "Wn+1 Ui s Rl N o/
Sy = Z : Z 232 = Z Zg n+ 1
Indexshlft \f \/’E Teleskopsumme \/g N+\1/N +1 \/3
Z Z B ey S

Also ist (Sx) nach oben beschrénkt. Nach Satz 7.2 (1) des Skriptes ist Y2 5 a,, konvergent.
Also ist die Reihe ) >° | w (absolut) konvergent.
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