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Aufgabe 31:

1 nyn
Sei a,, = F2EDY fijr alle n € N

(a) Betrachte die Folge (by,) := (an+1

an

). Fiir ihre Teilfolgen (ba,) bzw. (ban+1) gilt
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fiir alle n € N. Wegen lim,,—, o b2, = 0 und lim,, o b2p11 = 00 gilt liminf,, o QZ“ =0<1
und lim sup,,_, az: L = 0o > 1. Eine Entscheidung mit dem Quotlentenkrlterlum ist also
nicht méglich.

(b) Betrachte die Folge (c,) := ({‘/ |an\>. Fiir ihre Teilfolge (c2y,) gilt

1+ 1
lim by, = lim ;‘22 _3
n—00 n—00 ( 2n 2n) 2

Also ist limsup,, o, {/]as| > 3 > 1. Mit dem Quotientenkriterium folgt die Divergenz von

ZneN an

g

Aufgabe 32:

(a) Es gilt fiir alle n € N

24+ (=1) 2 4 (—1)2n+l 1
X lagn| = # =1 und Y agns1| = # _——

3 3 3
Folglich sind {%, 1} genau die Hiufungswerte der Folge (\"/ |an|) und

limsup Y/ |a,| = max{ } =1.

n— o0
Nach der Formel von Cauchy-Hadamard (siche Abschnitt 7.14 des Skriptes), ist

R= L =1

lim SUPyp— 00 n\/ |6Ln|
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(b) Es gilt fiir jedes n € N

24 (—1)n 1\
On41| _ (f) 2+ (=D)L /24 (=) T\
an | (M)" B 3 2+ (—)r )
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Also ist
2k 2k
A2k+1 :1 1 :1 1 +1 k—oo 0 wnd a2k+2 —1.3g2k+1 k—s00 o
azj 3\3 3\3 a2kt1 ’
Folglich sind {0, 00} genau die Haufungswerte der Folge ( —GZ: L ) und
liminf | 2" | = min {0,00} =0, lim sup Intl ] max {0,000} = o0.
n—00 an o0 an

Sei 0 # z € C. Nach dem Quotientenkriterium ist Y > ; a,,2" (absolut) konvergent, falls

1

ani12™" a 1
limsup | =2 | = |z|limsup || < 1 & |2] < .
n—o00 z" n—00 n lim SUp,, o0 azzl
Nach der Folgerung (a) aus Abschnitt 7.14 des Skriptes ist also - L +1‘ < R.
1M SUPy 00 an
Ebenfalls nach dem Quotientenkriterium ist > 7 j an2" divergent, falls
App12"t a 1
liminf |22 | = |z liminf |2 > 1 & |2] > :
n—o0 anz™ n—00 lim infn%oo an41
an
Nach der Folgerung (b) aus Abschnitt 7.14 des Skriptes ist also ———L——— > R.

liminf, o
an

an+1) it

Mit den errechneten Werten ergibt sich aber nur die triviale Abschétzung
0= 1 <R< 1

: An+1
lim sup,, o0 | =0

= Q.
an+1
an

lim inf,, o0

Aufgabe 33:

Sei a, = ﬁ fiir alle n € N. Offenbar ist (a,) eine streng monoton fallende Nullfolge. Damit

ist die alternierende Reihe > 22, (—1)""!a,, konvergent nach dem Leibnizkriterium.

Sei ferner
1 .. _
\/TT fur n = 3k "‘ 1,
1 . _
bn == Jinis fir n = 3k + 2,
— L fiir n = 3k

V2(k+1)

fiir alle n € N. Offenbar ist (b,) eine Umordnung von (a,) und es gilt
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Sei (Sn) ihre Partialsummenfolge. Fiir die Teilfolge (Ss,) gilt

3n n—1 n—1 n n
1 1 1
S3n = b =) b + ) b + ) b3 = + - —.
= Ybn = b+ Y bt Db =Y. e 4 s~

Es gilt

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
C '= + - > + — =(l-—)-—=2|1-— | —.
YT VARE—3  VAk—1 ok vk Vik vk < V2 > vk < V2 ) vk
Also ist die Reihe Y7 | ¢ divergent nach dem Minorantenkriterium. Folglich ist auch die Folge
(Sn) — also die Reihe Y7 ; b, — divergent. [J

Aufgabe 34:

(a) Sei ap, = \/an_l fiir alle n € N. Offenbar ist (ay) eine streng monoton fallende Nullfolge.

Damit ist die alternierende Reihe > ((—1)"a, konvergent nach dem Leibnizkriterium.

Da ‘%‘ > n%rl fiir jedes n € N, ist >~°  ay, nicht absolut konvergent nach dem Mino-

rantenkriterium.

(b) Das Cauchyprodukt der Reihe Y ° ; a, mit sich selbst ist

o n . . _ o n . o o n (_1)n—kz ' (_1)};;
;kzo o r;)kz() nokE nz:;)kzo\/n—k—i—l VE+1
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Laut Hinweis ist

n—k+1+k+1 n+2

— 1 1<
Vn—k+1Vk+1< 5 >

und folglich

1 2 >2(n+1)

by| = > (n+1 > =2
b kzox/n—k+1\/k+1 (4 )55 2 s

Also ist (by,) keine Nullfolge und somit ist »_ ~ by, divergent.

Aufgabe 35:

(i) Sei (an) = (X 4y £)- Es gilt

1< {]an] < ¢




(iii)

(iv)

Also ist lim sup,,_,oo V/|an| = limy—o0 {/|an| = 1. Nach der Formel von Cauchy-Hadamard
(siehe Abschnitt 7.14 des Skriptes) ist der Konvergenzradius R = % = 1. Nach dem Satz
im Abschnitt 7.14 des Skriptes ist > ; a,2"™ absolut konvergent fiir |z| < 1 und divergent
fir [z] > 1.

Fiir |z| =1 ist

keine Nullfolge. Also divergiert die Reihe > 7 | anz™.

Die Reihe hat die Form )7, apz" mit

et fiir n = 4k,

0 firn =4k +1,
p =

1 fir n = 4k + 2,

0 firn=4k+3

fiir alle n € N. Es ist X/|aqx| = €, " V/|aag+1] =0, *R/|aggr2| =1 und *%/|agpss| =0

fiir alle £ € Ny und folglich limsup,,_,., V/|an| = €.

Nach der Formel von Cauchy-Hadamard ist (siche Abschnitt 7.14 des Skriptes) ist R =
der Konvergenzradius von ) ° , a,2". Nach dem Satz im Abschnitt 7.14 des Skriptes is
S5 | anz" absolut konvergent fiir [2| < 2 und divergent fiir |2| > 1.

&+ o=

Fiir |2| = e ! gilt fiir alle & € Ny

‘a4kz4k‘ — M || = gt _

Also ist (anz")nen keine Nullfolge und die Reihe >~ , a,2" divergent.

Die Reihe hat die Form ) 7 j an2™ mit

{O fir n = 2k,
an =

fiir alle n € Ng. Also ist
|2["

0 <lapz"| < #
n!

fiir alle n € No. Da die Reihe - a,z" absolut konvergent ist fiir alle 2 € C (Exponen-
tialreihe — siehe Abschnitt 7.8 des Skriptes), ist ) ° janz™ absolut konvergent fiir alle
z € C nach dem Majorantenkriterium.

Nach Aufgabe 21 (vi) ist
lim sup Vn! = 0.

n—oo
Nach der Formel von Cauchy-Hadamard ist (siche Abschnitt 7.14 des Skriptes) ist R =
é = 0 der Konvergenzradius von Y ° n!z". Nach dem Satz im Abschnitt 7.14 des

Skriptes, ist Y>>, n!z" genau fiir z = 0 konvergent (in diesem Fall ist sie natiirlich absolut
konvergent).



(v)

Sei (an) = (n+l\/ﬁ>' Es gilt

1
an | _n+l+Vnl SRS S
Q1 n+n += :
n 1—r+1+ i

Nach dem Satz aus Abschnitt 7.15 der Vorlesung ist R = 1 der Konvergenzradius der
Potenzreihe Y 7 | apz™. Nach dem Satz im Abschnitt 7.14 des Skriptes, ist > o ; apa™
also fiir |z| < 1 (absolut) konvergent und fiir || > 1 divergent.

Es gilt a, > Wln = ﬁ fiir alle n € N. Folglich ist >, a,z™ divergent fiir = 1 nach

dem Minorantenkriterium.

Da (ay,) eine streng monoton fallende Nullfolge ist, ist > | a,2™ konvergent fiir x = —1
nach dem Leibnizkriterium.

Aufgabe 36:

(i)

(i)

X 2
Definiere w := %-

Ferner ist

Also ist lim sup,,_,~o V/|an| = limy—o0 {/|an| = 1. Nach der Formel von Cauchy-Hadamard

(siehe Abschnitt 7.14 des Skriptes) ist der Konvergenzradius R = % = 1. Nach dem Satz

im Abschnitt 7.14 des Skriptes ist )~ ; a,w™ absolut konvergent fiir |w| < 1 bzw. |z| < 2
und divergent fiir (w| > 1 bzw. |z| > 2.

Fiir jw| =1 ist

keine Nullfolge. Also divergiert die Reihe > 7 | anz™ fiir |w| = 2.

Die Reihe hat die Form )7 j apz" mit

2™ fiir n = m?,
an, =
0 sonst

fir alle n € Ny. Folglich ist

lim sup v/|a,| —hmsup \/|am2 = lim sup \/27”— hrn 2 =1.

n—oo m—ro0



(iii)

Nach der Formel von Cauchy-Hadamard (siehe Abschnitt 7.14 des Skriptes) ist der Kon-
vergenzradius R = 37 = 1. Nach dem Satz im Abschnitt 7.14 des Skriptes ist Y 7 | an2"
absolut konvergent fur |z| <1 und divergent fiir |z| > 1.

Fiir |z| = 1 ist (Janz"|)nen = (2")nen keine Nullfolge. Deshalb ist 3, - an2™ divergent.

Die Reihe hat die Form Y >7 | a,(z — 20)™ mit 29 = 2i und a,, = ,%n fiir alle n € N. Es gilt

1 1
limsup {/|a,| = hm \/— = lim —=0.

n—00 nn n—00 N

Nach der Formel von Cauchy-Hadamard (siehe Abschnitt 7.14 des Skriptes) ist der Kon-
vergenzradius R = % = 00. Nach dem Satz im Abschnitt 7.14 des Skriptes ist > | an(z—
20)" (absolut) konvergent fiir alle z € C.

Sei (an)nzg = <(iﬁt)12>n>2. Es gllt

ap | 241 (n+1-1% 1 1+ﬁn%o1

=12 2L (1o 1 1+

Gn+41

Nach dem Satz aus Abschnitt 7.15 der Vorlesung ist R = 1 der Konvergenzradius der
Potenzreihe > 77 | anz™. Nach dem Satz im Abschnitt 7.14 des Skriptes, ist die Potenzreihe
also fiir |x| < 1 (absolut) konvergent und fiir || > 1 divergent.

Es gilt
2n +1 S 2n
Q. = ———— _—=
" (n—1)2 T n?

fiir alle n > 2. Folglich ist >~ | apa™ divergent fiir x =

= 3N

nach dem Minorantenkriterium.

Fiir alle n > 2 gilt

2n+1 2(n—1)+3 2 3 2 3 2(n+1)+1
fin (n—1)2 (n—1)2 n—1 + (n—1)2 " n + n? n? fnt1

Ferner ist 5 1
2 1 24 =
lim a, = lim nt = lim 12
n—00 n—00 (n — 1)2 n—00 ( . 1)
n

Also ist >, anaz™ konvergent fiir = —1 nach dem Leibnizkriterium.

Sei (an) = ( %) Es gilt 1 < n! < n™ fiir jedes n € N. Folglich ist

=7 - {7 \/\F T

_n ‘U«n

Also ist lim sup,,_,oo V/|an| = lim,—00 {/|an| = 1. Nach der Formel von Cauchy-Hadamard
(siehe Abschnitt 7.14 des Skriptes) ist der Konvergenzradius R = % = 1. Nach dem Satz
im Abschnitt 7.14 des Skriptes ist > ; a, 2™ absolut konvergent fiir |z| < 1 und divergent
fir |z] > 1.



Fiir |z| =1 ist
n n

an2"| =

n | n

keine Nullfolge. Also divergiert die Reihe Y 7 | a,2" fiir |z| = 1.

n=1
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