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Losungsvorschlidge zum 8. Ubungsblatt

Aufgabe 43:
(i) Sei x € R fest. Fiir z = 0 ist f,(x) = 0 fiir alle n € N und deshalb lim,,_,~ f,(x) = 0. Ist
x # 0, so gilt
2 2 2
nx nT nT 1
o) = || = e < = a0 ()

Also ist f, — 0 punktweise fiir n — oo.

Sei f(y) = # fiir alle y € R. Wir beobachten, dass f,,(z) = f(nz?) fiir alle n € N und

x € R gilt. Definiere z,, = ﬁ fiir alle n € N. Es gilt

2 2 1

[falloe =5 L =f1)= <.

u >
meﬁ 1 +n224 = 1+ n22t

Also || fnllo, 7 0, die Konvergenz f,, — 0 ist also nicht gleichmé&Big.

(ii) Fiir alle z € R gilt

Da die geometrische Reihe

0o 1 n
%((%f)

konvergent ist und wegen

. 1\
|gn($)| = e_n(1+1‘+:c2) < 6_37 = ((\4[)3> Vn € N, Ve e R
e

ist die Funktionenreihe Y ° ) g, gleichméBig konvergent nach (b) im Abschnitt 9.8 des
Skriptes (Kriterium fiir gleichméBige Konvergenz).

(iii) Sei zunéchst 0 < a < 1 und z € [a, 1] fest. Dann gilt
hy(z) = Vn2x — 1 (n — 00).

Also ist h,, — 1 punktweise fiir n — oo.
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Da fiir alle z € [a, 1]

hn(z) = 1] =

Vnnzsnfl‘: Vn2x — Vn2a + Vn2a—1
vnn2:r—vnn2a’—|—‘vnn2a—1 vz Vn2zx — Vn2a+1— Vn2a—1

<1 n n n

< Vn?2—-+Vnfa+1—Vnl2a=:1a, —0

fiir n — oo, ist die Funktionenfolge h,, gleichmifig konvergent nach (a) im Abschnitt 9.8
des Skriptes (Kriterium fiir gleichméfige Konvergenz).

IA

Sei nun a = 0. Fiir z = 0 gilt h,(x) = 0 fiir alle n € N und deshalb lim,,_,o hp(z) = 0. Fiir
x # 0 gilt, mit der gleichen Rechnung wie oben, lim,_,~ hy,(x) = 1. Deshalb konvergiert
(hn)nen punktweise gegen h, wobei

h(z) =

0 fallsx=0
1 sonst

fiir alle = € [0, 1]. Weil h nicht stetig bei 0 ist, kann die Konvergenz nach (d) im Abschnitt
9.8 der Vorlesung (Kriterium fiir gleichméfiige Konvergenz) nicht gleichméBig sein.

O
Aufgabe 44:

(i) Betrachte zunichst F(y) = —H?yQ fiir alle y € R. Wegen 0 < (1—|y[)2 =1 —2]|y| +¢?, gilt
Liy?
[F(y)| = % SiE T 1 fiir alle y € R. Wegen

n2x

1
1+ ndz2 2

1 1
—.|F < .
N4 ‘ —n 2
fiir alle z € R, konvergiert f, gleichméBig gegen 0 fiir n — oo nach (a) im Abschnitt 9.8
des Skriptes (Kriterium fiir gleichméfige Konvergenz).

= :an_>0

)l =

(vir's)

(ii) Sei = 1. Dann ist gn(x) = 0 fiir alle n € N und deswegen ist > 7 ( gn(z) = 0. Ist < 1,
so ist |z| <1 und die geometrische Reihe } 2™ ist (absolut) konvergent. Deshalb gilt

S @) =S (1 —a) = (1—x) > an =L 1,
n=0 n=0 n=0

1—=x

Damit konvergiert > 7 g, punktweise gegen g, wobei

(2) 0 firz=1,
a:' prd
g 1 sonst.

Weil g nicht stetig bei 1 ist, kann die Konvergenz nach (d) im Abschnitt 9.8 des Skriptes
nicht gleichmifig sein (Kriterium fiir gleichméfige Konvergenz).

(iii) Sei zunéchst 0 < a < 1. Dann gilt fiir alle x € [a, 00)

1 1 1
= < <—=a,—0
1+ nx 1+ na na

[hon ()]



fiir n — co. Nach (a) im Abschnitt 9.8 des Skriptes (Kriterium fiir gleichméfige Konver-
genz) ist die Funktionenfolge h,, gleichmiifig konvergent gegen die Nullfunktion.

Sei nun a = 0. Fiir x = 0 gilt h,(x) = 1 fiir alle n € N und deshalb lim,,_, hp(z) = 1.
Fiir x #£ 0 ist
1
h =
n(7) 1+nx

Deshalb konvergiert (h,)nen gegen h, wobei

1 fiir o —
h(x)—{ ir x = 0,

—0 (n — o0).

0 sonst

ist. Weil h nicht stetig bei 0 ist, kann die Konvergenz nach (d) im Abschnitt 9.8 des
Skriptes (Kriterium fiir gleichméfige Konvergenz) nicht gleichmifig sein.

Aufgabe 45:

(i)

Da f in allen z € D\ {1} stetig ist, reicht es f(1) = yp so zu wihlen, dass lim,_,; f(z) = yo
gilt. Fir alle z € D\ {1} gilt

1 3 1 3 1 (z2-4)+3
= — 1 — .
I@) = Tt e heoD a1 < +(x2—4)) -1 (22—
1 -1 1 (z-1)(z+1) =z+1
r—1 (z2-4) x-1 (2 —4) (22 —4)
Folglich muss yg := lim, 1 f(2) = lim,_y; (;2%14) = —% gewahlt werden.

Sei r = % € Qmit p € Zund q € N. Da f in allen z € D \ {1} stetig ist, reicht es
f(1) = yo so zu wihlen, dass lim,_,; f(x) = yp gilt. Wir behandeln zunéchst den Fall
r >0 (& p € Ny Sei 2 € D\ {1}. Definiere y := 2. Dann gilt mit der dritten
binomischen Formel (siehe (1) im Abschnitt 4.11 des Skriptes)

-1y —1P Py (y-1) 3 oy DY oy
z—1 yt =19 10—yt (y— )Zk oy Zk oy

fz) =

Folglich muss

- [ ke \q/fk_Zﬁ;(l)l_g_T
o T S F TR e

$*}1 q

gewahlt werden.

Ist r <0 (& p:=—p e N), so gilt

1 .
PN LT S U R S VN <)
€Tr) = = = = — - = = — .
r—1 o/xd — 1 y? — 14 yP yd— 14 yp y‘I—lq yp Zk Oy

Folglich muss auch in diesem Fall

1 p—1 =k 514
Yo —hmf(:v)—hm— Zk:o ’ :_Zk:o ===

a1 afgP Zi;é o/ ZZ;}) 1

3

gewahlt werden.



(iii) Da fin allen x € D\ {0} stetig ist, reicht es f(0) = yo so zu wihlen, dass lim,_,o f(z) = yo
gilt. Fiir alle z € D \ {0} gilt

() x sin(x) xZn 07 2n2—1 ! _ > om0 (gn—l&-)l)nx2n+2
cos(z) =1 2 n=0 ((2711)) z? —1 D net ((5711))! z?n
Index-Shift > oo (;;Jlr)f),x%” B EED D éni;'xQ B _ZZO 0 (;n-li-)ln) 2
- > neo %1‘2"” a2 > o 2n+2 e o, (gng)v”ﬁ "
Da > 7, é;fl) 20 und Y00, QHJIF)Z) 2n beide den Konvergenzradius R = oo haben,

definieren sie nach Abschnitt 9.7 des Skriptes auf ganz R stetige Funktionen z — f1(z) =
dond (L 2 und 7 fo(z) = Y000 (71)”'x2n Folglich muss

=0 (2n+1)! n=0 (2n+2)!
. A AO) 1
Yo alc—>0f( ) x—>0 fg( ) fQ(O) % 2

gewahlt werden.
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Aufgabe 46:

(i) Da fin allen x € D\ {2} stetig ist, reicht es f(2) = yp so zu wihlen, dass lim, 2 f(x) = yo
gilt. Da 2 = 2 eine Nullstelle des Polynoms 8 — 22 ist, liisst es sich nach Abschnitt 5.5 des
Skriptes (Polynomdivision) durch den Linearfaktor (z — 2) teilen. Wir erhalten

8§ — a3 = (x—2) (—2° -2z —4).
Damit gilt fiir alle z € D\ {2}

1 12 1 1 12
= _— - — . 1_7
/(@) <2—x 8—3;3) x 2—x ( x2+2x+4>

1 z?42zx+4-12 1 1 2?+22-38
2—z 2 +2r+4  x 2—x 22+42x+4
Weitere Polynomdivision liefert 22 4+ 2z — 8 = (z — 2) - (z + 4) und folglich

1 1 22422-8 1 1 (2—-2)(—z—4) 1 (z+4)

8|l—= 8|

f(m):;'2—x'3:2+23:—|—4:;.2—x. 22 +2r+4  z 22+20+4
Deshalb muss yo = limg 2 f(2) = limg 2 — 7 % = —% gewihlt werden.

(ii) Da fin allen x € D\{0} stetig ist, reicht es f(0) = yo so zu wihlen, dass lim,_,o f(z) = yo
gilt. Sei z € D\ {0}. Definiere y := —. Dann gilt mit der dritten binomischen Formel

Vial
(siehe (1) im Abschnitt 4.11 des Skriptes)

_ v +y— ()
=g ﬁ B ﬁ Ve VT
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\/1+\/M+\/1—\/>

Folglich muss yo := lim,_,¢ f(x) = limy_ ( ) = 1 gewihlt werden.

(iii) Da fin allen x € D\{0} stetig ist, reicht es f(0) = yo so zu wihlen, dass lim,_,o f(z) = yo
gilt. Fiir alle z € D \ {0} gilt:

T —x © 1,.n oo (=" n oo 1,n oo (=" n
e —€ Zn:On!x _ano nl ¥ Zn 1 nl® _an T

flx) = . = — =

sin(z) 2 neo (27&)1)!932”H T Yo 2n+1 B
1 +1 (=D)" .41 (=n"
Index-Shift ZEO:O (n+1)!xn + ZZO:O (n+1)!wn . Zfzozo (n+1)!x + ano (n+1)1xn
T3 o (§n+)1);$2” DIy (én+)1)!x2n

Da}_ <o n+1),x” > n>0 (nﬁ),w und En>0 n+1),x " alle den Konvergenzradius R = oo
haben, definieren sie nach Abschnitt 9.7 des Skriptes auf ganz R stetige Funktionen z
[ee) n oo -1 mn
fi(@) = Yoo gk, @ > fale) = Yy eba wnd @ o fale) = Yo (ebia.
Folglich muss
fi(@) + fo(z) _ f1(0) + f2(0)

W= =T e B0

gewahlt werden.
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Aufgabe 47:
Ist f(z) =0 fiir alle x € R, so ist nichts zu zeigen. Sei also z¢p € R mit ¢ := |f(zg)| > 0.

Es existiert ein N € N derart, dass fiir alle z € R mit |z| > N gilt |f(z)| < €, denn:

Angenommen, dies wire falsch. Dann existiert fiir alle N € N ein zy € R derart, dass |[xy| > N
ist, aber |f(xn)| > . Es ist klar, dass die Folge (xx)nen nicht beschrinkt ist. O.B.d.A. ist sie
nicht nach oben beschrinkt. Der Bemerkung im Abschnitt 6.10 des Skriptes nach, besitzt sie eine
Teilfolge (n(x))ken mit limy_so0 (k) = 00. Wegen der Annahme gilt aber ‘f TNk )‘ >e>0
fiir alle k € N. Also f(zy(x)) 7 0 fiir kK — oo. Dies ist ein Widerspruch zu hmgc_>C>O f(x) =0.
Also muss die Annahme verworfen werden.

Da die Funktion = +— |f(x)| stetig und [—N, N] kompakt ist, existiert nach Satz im Abschnitt
9.15 der Vorlesung ein xps € [—N, N] derart, dass | f(x)| < |f(xp)| fiir alle z € [-N, N] ausféllt.
Fiir jedes & [—N, N] gilt aber nach Obigem

:EoE[—N N]

f@)| <Iflzo)l < [flzm)].
Insgesamt ist also tatséchlich | f(xz)| < |f(xp)| fiir alle z € R. O

Aufgabe 48:

Betrachte g(z) = f(z) — f(3 + ) fiir alle z € [0, 3] erklért ist. Es gilt g(0) = f(0) — f (3) =: d,
g(%) =f (%) - f(1) = f(%) — f(0) = —d. Also ist 0 zwischen ¢(0) und g (%) Nach dem
Zwischenwertsatz aus Abschnitt 9.9 der Vorlesung, existiert ein z; € [0, 1] mit g(z1) = 0 =

f@) = f(G+z1) & f(@1) = f(5+1). O
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