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Aufgabe 55:

(a) Sei g : R — R mit g(z) = = + Sm( ) fiir alle 2 € R. Es ist klar, dass g auf ganz R
differenzierbar ist. Fiir ihre Ableltung g gilt

cos(x) |cos(z)] 1 1
=1 >]1—-—>1— ===
gla)=1+——= p 1737370

fiir alle z € R. Nach einer Folgerung aus dem Mittelwertsatz (siehe (3) im Abschnitt 11.8
des Skriptes), ist ¢ streng monoton wachsend. Da bereits g(0) = 0 gilt, gibt es keine weitere
Nullstelle von g.

(b) Als Komposition differenzierbarer Funktionen ist f in allen x € R\ {0} differenzierbar und
es gilt nach den Regeln aus Abschnitt 11.2 des Skriptes

sin(z) cos( ) .
() = T+ (1 + ) _ sin(x) — x cos(x)

(Hsiréﬂ)? 2<x+sin2(m)>2

fiir alle z € R\ {0}. Bei = 0 {iberpriifen wir die Definition der Differenzierbarkeit aus
Abschnitt 11.1 des Skriptes. Fiir den Differenzenquotienten gilt

fFhy—f0) 1 h 2\ 1 1 2
h h W_g T h W_g

1{1- sm(h) 1 1_ sinlgh)
- h 1+ sm(h) - 1+ sm(h) h
fiir alle h # 0. Nach einem Beispiel aus Abschnitt 9.4 des Skriptes gilt

1 1 2
lim Sm() =5
h—>01_|_ 1—1—2 3

Ferner ist

1 - % _ l 1— i (-1 Z p2n—1 Index- i = p2ntl
h h = (2n+1 — 2n+1 shife £ (2n + 3)!

fiir alle h # 0. Die rechte Seite dieser Gleichung ist eine Potenzreihe in h mit Konvergenz-
radius R = oo. Diese definiert also eine auf ganz R stetige Funktion und es folgt

1— sin}Eh)
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Also ist f differenzierbar in = 0 und

sin(h)
i — e )= FO0) 1 A i Y 2
JO) = Jim == = %li%Hsig%h) L

Aufgabe 56:

(a) Sei g : R — R mit g(z) = = + (Hx ) fiir alle z € R. Es ist klar, dass g auf ganz R
differenzierbar ist. Fiir ihre Ableltung g gilt

2z x 2 x| 1

1
=1+ 52l >1--=->0

/
14—
@) =1+ 53 1+a 21+a2) = 2 2

fiir alle # € R, wobei wir |2z| < 1 + 22 ausgenutzt haben. Nach einer Folgerung aus dem
Mittelwertsatz (siehe (3) im Abschnitt 11.8 des Skriptes), ist ¢ streng monoton wachsend.
Da bereits g(0) = 0 gilt, gibt es keine weitere Nullstelle von g.

(b) Als Komposition differenzierbarer Funktionen ist f in allen = € R\ {0} differenzierbar und
es gilt nach den Regeln aus Abschnitt 11.2 des Skriptes

233(1’—1—M) (1+ 1+x2> _x2+xln(1+x2)—
<x+ ln(l;er))Q n (m N ln(12+m2)>2

fiir alle x € R\ {0}. Bei x = 0 tiberpriifen wir die Definition der Differenzierbarkeit aus
Abschnitt 11.1 des Skriptes. Fiir den Differenzenquotienten gilt
f(h)—f0) 1 n? 1

h h h+ (1+h2)_1+M

1.3
1+x2

fl(a) =

fiir alle h # 0. Nach der Regel von 'Hospital aus (a) in Abschnitt 11.9 des Skriptes gilt

h—0 0
/ 2h
. ln(l + h? ) PHospital ;.  Typ2
lim ———— = lim —/— =lim ——— =
h—0 2h h—0 2 h—014h
~~ ~
h—0 0 750

Also ist f differenzierbar in x = 0 und

£(0) = lim f(h) = f(0) _ 1 ) .

h—0 h 1+ <limh%0 ln(lzJ}thQ)




Aufgabe 57:

(i) Die Funktion f ist stetig und das Intervall I := [—3, 2] ist beschrankt und abgeschlossen.

(i)

Nach Satz aus Abschnitt 9.15 des Skriptes, nimmt f auf I Maximum und Minimum an.
Seien etwa x,,,xy € I mit

flam) < f(x) < flen)  Voel

Sei g € {xm,zpr}. Nach Definition aus Abschnitt 11.5 des Skriptes, ist z ein lokales
Extremum. Sei I := (—3,2). Es ist klar, dass f auf I differenzierbar ist und

fl@) =42 -8z Vrxel

gilt. Ist g € I, so gilt f’ (z9) = 0 nach Satz aus Abschnitt 11.6 des Skriptes. Die Nullstellen
der Ableitung sind durch

f’(ﬂn):O(:>4:L‘3—81‘:O<:>:L‘:0\/4:L"2—8:0<:>:B:0\/:EQ:2<:>x6{0,—\@,\/5}

fiir alle z € I bestimmt. Durch Vergleich der Funktionswerte an den méglichen Extremal-
stellen
f(=3) = (=3)*—4-(-3)2+2=81-4-9+2=47,
4 2
F(=v2) = r(v2)=(v2) —4-(v2) +2=4-4-242="2,
= 2 und
= 21 4.2242=2

folgt

Ty € {—\/5,\@},f(:cm):—2:min{f(a:):a:e]},
zy = -3, fley) =47 =max{f(z): z € I}.

Definiere g : R — R mit

n

gl@) =) (x—ap)’

k=1

fiir alle x € R. Es ist klar, dass ¢ differenzierbar ist und
n n n n 1 n
J(x) = ZQ(m—ak) =2 (Z:c— Z am> = 2nx—22ak =2n (x— Zak>
k=1 k=1 m=1 k=1 "=
fiir alle x € R gilt. Insbesondere ist
>0 firz>b,

g (x){ =0 fir z =bund
<0 fiurz<b,



wobei b := >}, aj. Nach einer Folgerung aus dem Mittelwertsatz (siehe (3) im Abschnitt
11.8 des Skriptes), ist g auf (—oo, b] streng monoton fallend und auf [b, co) streng monoton
wachsend. Also ist das Messergebnis a die Stelle b des Minimums von g.

Aufgabe 58:

(i) Die Funktion f ist stetig. Das Intervall I := [0, 10] ist beschrénkt und abgeschlossen. Nach
Satz aus Abschnitt 9.15 des Skriptes, nimmt f auf I Maximum und Minimum an. Seien
etwa T, s € I mit

flam) < f(2) < flzm) Vel

Sei g € {zm,zr}. Nach Definition aus Abschnitt 11.5 des Skriptes, ist zy ein lokales
Extremum. Seien I; := (0,3), Iz := (3, 10). Fiir alle = € I; gilt

flz) = 62+ (z—3+22"= 62+ (3-2+2)2%=—6z+(5— 1)
= —6z +2” — 10z + 25 = 2% — 162 + 25.
Fiir alle x € I, gilt
fx) = —6z+(jz—3/+2)2? "2 —62+ (x—3+2)%=—62+ (x— 1)
= —6r4+a—-20+1=2%—-8r+1.
Mit diesen Darstellungen ist klar, dass f auf Iy bzw. I differenzierbar ist und

fl(z)=2x—-16 Vzel, sowie f'(z) =22 -8 Vxe€l.

Ist xg € [1UIy, so gilt f'(x¢) = 0 nach Satz aus Abschnitt 11.6 des Skriptes. Die Nullstellen
der Ableitung werden wie folgt bestimmt. Fiir alle x € I gilt

fl(z)=0 & 2r—16=0&2=38 SEL' falsch.
Fiir alle x € I gilt hingegen
f(z)=0 & 2x—-8=0&z=4.

Durch Vergleich der Funktionswerte an den moglichen Extremalstellen

f(0) = —6-0+((3-0)+2)2=5%=25,
f(3) = —6-3+((3-3)+2)?2=-18+22=-12,
f4) = —6-4+(4-3)+2)*=-24+9=-15 und
f(10) = —6-10+ ((10 — 3) +2)? = —60 + 81 = 21
folgt
Tm = 4, f(zm)=—-15=min{f(x): xz €I},
xy = 0, flay) =25 =max{f(x): z€l}.



(ii) O.B.d.A. sei a1 < az < -+ < agm1. Fiir j € {1,...,2m} definiere die Intervalle I; :=
[aj,azﬂ] und Ij = (aj,aj+1), sowie I() = (—OO,CLl], I() = (—oo,al), I2m+1 = [a2m+1,oo)
und Iom4+1 = (a2m+1,00). Definiere ferner g : R — R mit

2m—+1

g@) = o —a
k=1

fiir alle z € R. Es ist klar, dass g stetig ist. Ferner gilt fiir jedes j € {0,...,2m + 1} und

jedes x € I;
2m+1 J 2m+1 7 2m+1
g@) = lr—ap| =D lz—al+ D> |lr-—al=) (@-a)+ > (ax—2)
k=1 k=1 k=j+1 k=1 k=j+1
Folglich ist g auf jedem I ; differenzierbar und es gilt
J 2m+1 .
. . ) <0 firj<m
J@)=3"1- > 1=j—(@m+1)-(+1)+1) =2j - 2m+1) o
k=1 k=j+1 >0 fiirj>m

fiir alle z € I ;. Nach einer Folgerung aus dem Mittelwertsatz (siehe (3) im Abschnitt 11.8

des Skriptes), ist g auf den Intervallen Iy,..., I, streng monoton fallend und auf den
Intervallen I, 11, ..., Iopmt1 streng monoton wachsend. Also ist g auf
U L= (-o0,am]
je{1,...m}

streng monoton fallend und auf
U Ij = lam1,0)
je{m+1,...,2m+1}

streng monoton wachsend. Damit ist @ = a,,+1 die gesuchte, einzige Stelle des Minimums
von g.

Aufgabe 59:

(a) Nach der Regel von I'Hospital aus (b) im Abschnitt 11.9 der Vorlesung gilt

T —r00

—
In(z% + 3) r'Hospital o 2
’ : >
lim ——— 7 2 i T — 9 fim =2 lim =
— x
z—r00 T
3% S~~~
#0 fiir #£0

(b) Nach der Regel von I'Hospital aus (a) im Abschnitt 11.9 der Vorlesung gilt

rz—1 rz—1

e —0
- — . ~— 9
.1+ cos(mx) I'Hospital |, —msin(mx) . sin(mx) IHospital o, cos(mx)
lim ———= =" lim ————= = —7 lim =" —7° lim =—.
=1 g% — 2z + 1 z—=1 2z — 2 z—1 2x — 2 z—=1 2 2
z—1 0 #0 fir #0 z—1 0 #+



(c) Sinus ist fiir jedes = > 0 auf [\/z, & + 1] stetig und auf (\/z, va + 1) differenzierbar. Nach
dem Mittelwertsatz aus Abschnitt 11.7 des Skriptes, existiert ein &, € (v/z, vz + 1) mit

sin(vz) —sin(vz +1) = — (sin(vz +1) —sin(v/z)) = —cos(&) (Ve + 1 — Va)
—  _cos _rAlmwe N cos N
- —eoten (Vi vz) =) ()
Folglich

Z‘%OO\

pin(/2) sV = o gx|]ﬁ+f' 0

also

lim (sin(yv/z) — sin(vz + 1)) = 0.

T—00

Aufgabe 60:

(a) Nach der Regel von I'Hospital aus (a) im Abschnitt 11.9 der Vorlesung gilt

T—>T

=550
. sin(sin(z)) PHospital 1. cos(sin(z)) cos(z) Y
T—=T X — T T

—— ~~

z—7 0 #0

(b) Nach der Regel von I'Hospital aus (a) im Abschnitt 11.9 der Vorlesung gilt

z—0 x—0

27740 —0
— sin(3x) —
lim ln(cos(?):v)) I’"Hospital i Cos(d:r) 3 lim tan(?)m)
2—0 In(cos(2x)) a—=0 ~ _sin(2z) 2250 tan(2x)
———— S——
z—0 COS(2'I) z—0
—0 —— —0

#0 fiir ngZ
I’HOﬂ)ital § lim 3(1 + tan2(3x)) .

9
2050 2(1 + tan®(2z))  4°
— ———
#0

(¢) Logarithmus ist fiir jedes x > 1 auf [x,1 + V1 + 22| stetig und auf (z,1 + V1 + z2)
differenzierbar. Nach dem Mittelwertsatz aus Abschnitt 11.7 des Skriptes, existiert ein

& € (2,1 4+ V14 22) mit

:U(ln<1+\/1+:):2)— (1+\/1+5L‘2—$>:§£<1+ 1+x2—@>

N—
|

< \/Hiler\ﬁ)



Ferner ist
1 T x

T

gle wegen T <& <141+ a2
x

und damit ist lim, .o 6% =1 als Folgerung aus dem Einschniirungssatz. Deshalb ist

. . T 1
e (i (10 VTE2) i) = (1 )
1
_ I T\ I
($l>rgofz> <zl—>nolo(1+,/1_|_x2+1/$2)>

= 1.
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