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Losungsvorschlidge zum 14. Ubungsblatt

Aufgabe 79:

(i) Das Integral ist uneigentlich bei 0 (Integrand unbeschréinkt) und bei co. Nach der Defi-

nition aus Abschnitt 14.1, ist das gegebene Integral konvergent, falls f ! \1;51111_8)) dz und

floo \1/2?11%?) dx konvergent sind.
Es gilt
1+ sin(z) 2 2
_— < Vx € (0,1] und
Va(l+x) Ve(l+z) = (0,1]
1 1
2 1 1
= = 21 —dz =4 li —4.
/0 \/‘E a—l>%l+ a \/:de a—1>I(I)l+ [\/E] r=a
Folglich ist fol \1/4151111 ))da: (absolut) konvergent nach dem Majorantenkriterium.
Ferner gilt
1 + sin(x) 2 2 _3
—_— —— < — =212 Vx € [1,00) und
Vz(l+z) Ve(l4+z) = 43 11,00)
o 3 by 170
/ 2¢72 = 2 lim - 2dz = —4 lim [:1:75} =4.
Folglich ist [, \1;5?11:5 ))daz ebenfalls (absolut) konvergent nach dem Majorantenkriterium.
Damit ist | > \l/tsznf)) dz (absolut) konvergent.

(ii) Das Integral ist uneigentlich bei 0. Es gilt

T 0 1
< > S Vz € (0,1] und
x T T
1 1 1 1
[z = i 2=t e = - i ) = o

Folglich ist fol %dx divergent nach dem Minorantenkriterium.
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Aufgabe 80:

(i) Das Integral ist uneigentlich bei co. Es gilt

—00
= 1
. =z . T D’Hospital .. 2z . 1
lim e 2+v/z = lim — = lim \F:hm - = 0.
T—00 T—=00 g3 r00 1 =z z—00 | [re2
~~ 562
—00 N,
£0

Deshalb existiert ein M > 0 so, dass \/567% < M fiir alle x > 0 ausfillt (vgl. Aufgabe
47). Ferner gilt

Ve ™| = e 3\/re 2 < Me 2 Vo € (0,00) und
00 b
< z M 210 M
/ Me 2dx = M lim e 2dr = —— lim |:€7§} = — <1 — lim eg>
0 b—oo Jo 2 b—oo =0 2 b—o0
= ? < 0.

Folglich ist [ v/ze “dz (absolut) konvergent nach dem Majorantenkriterium.

(ii) Das Integral ist uneigentlich bei 0. Es gilt

-1 1 (oo zF 1) 1 i ¥ fndex- 1 o= k! 1 i zk
2 T g2 T T 22 ik 22 1~ 2 2= (k+1)!
x w? \ &= k! z? i~ k! shift x — (k+1)! =z — (k+1)!
1 — aF 1
= — 1|1 — | > - vV € (0,1 d
x +;(k‘+l)! T z€(0.1] un
>0
1 1
1 . 1 . 1 .
— = lim — = lim [In(z)],_, = — lim In(a) = oco.
0 a—0+ J, T a—0+ - a—0+

Folglich ist fol e’;gldx divergent nach dem Minorantenkriterium.

Aufgabe 81:
Forme A durch Zeilenumformungen wie folgt um

0 -2 2 4 0 —2 2 4 (-3)
A = 4—64—5j+~0—6693+

-2 0 1 7 2 -2 0 17

0 -2 2 4 —2017|—§
~000—3]~0—224y—2

-2 0 1 7 0 0 0 =3/ | —3

1

10 -5 -2 + 10 -5 0
~01—1—23+ ~{0 1 -1 0

00 0 1 2 1 00 0 1



Die letzte Matrix ist in Zeilennormalform. Da sie keine Nullzeilen enthélt, sind die Zeilen von
A linear unabhéngig (siehe Folgerung aus dem Satz aus Abschnitt 15.7 des Skriptes). O

Aufgabe 82:

Forme A durch Zeilenumformungen wie folgt um

-4 3

—_

-2

0 (=1) 7:(-2) 1 -4 3 =20 +
4 - |t 21 42 J+ N(o 2 -2 6 2 j.g (—4)

T 12 0 2 4 4 + 0 8 —4 8 4 Q+

1 0 -1 a 8 1 0 -1 a f

10 -1 10 4 + 10 0 6 3
_lo2 =2 6 2 o o2 0 -2 of -3

0 0 4 —16 —4 141 00 4 -16 —4f |-%

1 0 -1 « 15} 1 0 1 « 15}

10 0 6 3 (=1) 100 6 3

01 0 -1 0 010 -1 0
“loo 1 -4 -1 “foo1 -4 -1

10 -1 a p J+ + 0 00 a—10 p—4

Die letzte Matrix ist fiir alle , 8 € R in Zeilenstufenform. Sie enthélt genau fiir o # 10 oder
B # 4 keine Nullzeilen und genau in diesem Fall sind Zeilen von A linear unabhiingig (siehe
Folgerung aus dem Satz aus Abschnitt 15.7 des Skriptes).

Sind o = 10 und S = 4, so ist die letzte Matrix bereits die Zeilennormalform von A.

Ist & = 10 und 8 # 4, so ist

1 00 6 3 1 00 6 0
A 01 0 -1 0 01 0 -1 0
001 —4 -1 j+ 001 —4 0
000 0 B—4 i | g 000 0 1
die Zeilennormalform von A.
Fiir a # 10 definiere k := f:fO.Dann ist
1 00 6 3 1 0 0 6 3
A 010 -1 0 010 -1 0
0 0 1 —4 -1 001 —4 -1
000 a-10 -4/ | -5 000 1 =&
1 00 0 3-6k
01 00 K
0 01 0 —1+4x
0 0 01 K

die Zeilennormalform von A. O

Aufgabe 83:

—.

Bringe zunéchst die erweiterte Matrix (A|b) durch Zeilenumformungen auf Zeilennormalform

(

1 3
55 i)

(=8)

~
+

a

1 3
<0 2—af 4—35)‘



o af # 2: In diesem Fall ist (siche Abschnitt 15.12 des Skriptes) dim Bild(A) = Rang(A4) =
2. Also ist Bild(A4) = R2. Nach der Dimensionsformel (siehe Abschnitt 15.13 des Skriptes

ist 2 = Rang(A) + dim Kern(A). Also ist dim Kern(A) = 0 und Kern(A4) = {6}

Nach Abschnitt 15.11 des Skriptes ist das lineare Gleichungssystem eindeutig 16sbar. Die
Losung & erhélt man in diesem Fall durch

. 1 a 3 1 o 3 + 10 =29
A0~ (0 5w ala9) 1o ~ (0 1 222) Tiow ”(0 1)

1 - 1 6—4a
asox—72_aﬂ 4_35 .

e af = 2: In diesem Fall ist dim Bild(A) = Rang(A) = 1 (siehe Abschnitt 15.12 des
Skriptes). Da Bild(A) der lineare Spann der Spalten von A ist (siehe (2) im Abschnitt
15.10 des Skriptes), muss

s ()} {2}

gelten. Den Kern von A kann man mit dem (—1)-Ergénzungstrick (siehe Abschnitt 15.11
des Skriptes) aus der Zeilennormalform von A ablesen und erhilt

Kern(A) = lin { <_O‘1> }

Das lineare Gleichungssystem ist genau dann 16sbar, wenn

- ) oo -m () - {3}

Dies ist genau fiir a = % bzw. g = % der Fall. Dann kann eine partikuldre Losung Zj aus

der obigen Zeilennormalform der erweiterten Matrix abgelesen werden. Es ist £y = 0l
Die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems ist nach Abschnitt 15.11 des Skriptes

e ={(3) e (8) [rerd = {(2) +a(3) [pex]

gegeben.




Aufgabe 84: ~

Bringe zunéchst die erweiterte Matrix (A[b) durch Zeilenumformungen auf Zeilennormalform

3 4 2 « + 1 1 o 2
1 1 o 2 j-(—3) -(—2)3 ~ 01 2—-3a¢ a—6 j+ jj
2 3 -1 1 Q+ 01 -1-2a¢ -3 (-1)
11 Qo 2
~ 01 -1—-2a -3
0 0 33—« oa—3

e « # 3: In diesem Fall ist (siehe Abschnitt 15.12 des Skriptes) dim Bild(A4) = Rang(A4) = 3.
Also ist Bild(A) = R3. Nach der Dimensionsformel (siehe Abschnitt 15.13 des Skriptes

ist 3 = Rang(A) + dim Kern(A). Also ist dim Kern(A) = 0 und Kern(A) = {6}

Nach Abschnitt 15.11 des Skriptes ist das lineare Gleichungssystem eindeutig l6sbar. Die
Losung & erhélt man in diesem Fall durch

11 « 2 +

(Alb) ~ 01 -1—-2a -3 + J
00 3—-a a-3 \-%a}.(lﬂa) (—a)
110 24« j+ 1 0 0 643«

~ 01 0 —4-2« -1) ~10 1 0 —4—-2a,

0 01 -1 0 0 1 -1

6 + 3«

also 7= | -4 — 2«
-1

e o = 3: In diesem Fall ist dim Bild(A) = Rang(A) = 2 (siche Abschnitt 15.12 des Skriptes).
Da Bild(A) der lineare Spann der Spalten von A ist (siehe (2) im Abschnitt 15.10 des
Skriptes), muss

3 3 2 2
Bild(A) =1lin{ [1],[1] p=1lin{ [1],] 3 =ln{ (1].[ 3
2/ \3 2/ \-1 3/ \-1

gelten.

Berechne weiter die Zeilennormalform der erweiterten Matrix

11 3 2 9 10 10 5
ARy~ |0 1 -7 -3 (-1 ~[0 1 -7 -3
00 0 O 00 0 0

Den Kern von A kann man mit dem (—1)-Ergénzungstrick (sieche Abschnitt 15.11 des
Skriptes) aus der Zeilennormalform von A ablesen und erhilt

10
Kern(A) = lin -7
-1



Eine partikuléare Losung %y des linearen Gleichungssystems kann aus der obigen Zeilennor-

5
malform der erweiterten Matrix abgelesen werden. Es ist ¥y = | —3 | . Die Losungsmenge
0
des linearen Gleichungssystems ist nach Abschnitt 15.11 des Skriptes durch
5 10
Zo + Kern(A) = 3| +A|-7T]|2eR
0 -1

gegeben.
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