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Losungsvorschlidge zum 1. Ubungsblatt

Aufgabe 1:
Vorbemerkung
Fiir k,n € N definiert man
kEln:4>3ImeN:k-m=n,

in Worten “k teilt n (ohne Rest)”. 2|n ist gleichbedeutend mit “n ist gerade”.
Fiir n € N definiert man
nistprim <> (Ik >1:kn)ImeN:k-m=n.

(a) n € N gerade heift, es gibt ein k € N mit n = 2k. Somit ist n? = 2 - (2k?), also ist auch n?
gerade.

(b) Fiir festes n € N sei A die Aussage “n ist gerade” und B die Aussage “n? ist gerade”. Statt
B = A zeigen wir A — -B:
Sei n € N ungerade —A. Dann gibt es ein k € N mit n = 2k — 1. Also ist n? = 2(2k% — 2k +
1) — 1, also ist auch n? ungerade (—B).

(c) Fiir festes n € N sei A die Aussage “n ist ungerade” und B die Aussage “4™ — 1 ist
Primzahl”. Statt B = A zeigen wir ~A — —-B:
Sei n € N gerade —=A. Dann gibt es ein k € N mit n = 2k. Also ist 4% —1 = (4 —1)(4* +1),
also ist auch 4% +£1 > 1. Dann 42 — 1 ist nicht Primzahl (—B).

(d) Fiir festes a,b € N sei A die Aussage “a > 5 oder b > 5” und B die Aussage “a+ b > 10”.
Statt B = A zeigen wir A = —B:
Sei a <5 und b <5 ist =A. Dann gilt a +b < 10 (—=B).

Aufgabe 2:

(a) Sei n > 1. Dann sind n und n + 1 teilfremd (keine natiirliche Zahl aufler der Eins gibt,
die beide Zahlen teilt) und die Zahl N; = n(n + 1) hat mindestens zwei verschiedene
Primzahlteiler. Da n(n+ 1) und n(n + 1) + 1 teilfremd sind, hat No = n(n+1)(n(n+1) +
1) mindestens drei verschiedene Primzahlteiler. Wir kénnen diesen Schritt unendlichmal
machen.
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(b) Zu zeigen ist Z?:l §2 = (Z;-lzl j) :
“n = 1’7: 1 = 17 Ok.
“n—n+1":
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Z;“qu?’ (n+1)° + 375, 7% (n+1)3+(Z?:1j>2:(n+1)3+((n+21)n)2:
(n+1)2 (n+1+% ):W:<Z?ﬂlj)2

(c) Esist
n 1 2 3 4 5
n? 1 4 9 16 25
2" 2 4 8 16 32
>p2 w ow  w w

Induktionsanfang bei n = 4: 2¢ = 16 > 16 = 42,

Seinunn >4 “n—n+1":
Firn>4:2n2—(n+12%?>n?>-2n—-1=n-12%2-2>7>0
2l =2.927 > 9212 > (n + 1)2

(d) “n=1":8-3=5, ok.
“n = n+17: 5|(8" — 3")
gnl —3nHl = gntl 43,87 —3.8" — 3™ = 5. 8" — 3(8" — 3")

Aufgabe 3:
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(¢c) Wir haben, dass < g > =1, < Z ) =1, < 1 ) =1, < T ) = n ist ganzzahlig. Die andere
Binomialkoeffizienten sind ganzzahlig durch vollstéindige Induktion mit (b).

(d) n n—h\ . (n—h)! ol (n—k) [ n n—k
h k = Rn—h) ) (n—k—R)! — An—k)! I n—k—R) — \ L h

Aufgabe 4:

Erinnerung:

(Al)Va,y,ze K:(x+y)+z=a+ (y+2)
(A2)Ve,ye K:z+y=y+z

(A3) e KVze K:x+0=2=0+x
(A)Ve e KI(—z) e K:xz+ (—x) =0
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M1) Vz,y,z € K: (z+y)z =xz+yz
M2) Vz,y € K : xy = yx

M3)3dle KVz e K : lz =«

M4)Vec Kz 'e K:xx 'l =1=2"12



(a) Zu zeigen ist die Existenz und Eindeutigkeit der Losung einer Gleichung, in Formeln
Va,be KAlr e K:a+x =5

Ezistenz (Beweis durch Einsetzen) a € K besitzt ein additiv Inverses, —a € K. Damit ist
b+ (—a), kurz b — a, eine Losung der Gleichung, denn
at+b—a)Zat(—a+b) @+ (—a))+bX0o+b20
Eindeutigkeit Sei 1 und xo sind Losungen dann a +z1 = b und a + z2 = b.
b=1b
a+x1=a+ T2
—a+ (a+x1) =—a+ (a+x2)
(—a+a)+x1 A (—a+a)+ z
A3,A4
r1 = X2
Zu zeigen ist die Existenz und Eindeutigkeit der Losung einer Gleichung, in Formeln

Va,be K:a#0=3lxec K:a-z=5.

Ezistenz (Beweis durch Einsetzen) a € K besitzt wegen a # 0 ein multiplikativ Inverses,
a~! € K. Damit ist b-a~ '), kurz g, eine Losung der Gleichung, denn
b

Z=a-(b-a !
a - a-(b-a ")

héQa. (a_l b)

I

(@-a ) b 215y
Eindeutigkeit Sei x1 und x9 sind Losungen dann a-x1 = b und a - 22 = b.
b=1b
a-Tr1 =a-xy
at(a-z1) =a"a x9)

(a-a V) = (a-a Yy

M3,M4

I T2

(b) Das Negative (additiv Inverse) von —z, —(—x), ist  den (—x) 4+ =z + (—z) = 0.
(c) Fiir z,y # 0 ist zy(y 'z~ 1) = ay(zy)~! = 1.
Aufgabe 5:

(a) Die Aussage “Alle Karlsruher fahren mit dem Fahrrad und der Strafienbahn” entsteht aus
den beiden Teilaussagen:
A : “Alle Karlsruher fahren mit dem Fahrrad.”
B : “Alle Karlsruher fahren mit der Strafienbahn.”

mittels der logischen Verkniipfung wedge (und). Negation ergibt
-(AANB) <= -~AV-B

also lautet die Negation obiger Aussage “Es gibt einen Karlsruher, der nicht mit dem
Fahrrad fahrt, oder es gibt einen Karlsruher, der nicht mit der Straflenbahn fihrt” bzw.
kurz “Es gibt einen Karlsruher, der nicht mit dem Fahrrad oder nicht mit der Straflenbahn
fahrt”.



(b)

Es sei A die Aussage “Morgen ist schones Wetter” und B die Aussage “Alle Studierenden
gehen in den Schlossgarten”, dann miissen wir A = B verneinen. Es gilt:

—(A= B) <= —((mA) V B) <= (-(—=A) A (-B)) <= A A (—B)

Somit lautet die Negation des Satzes: “Morgen ist schones Wetter, und es gibt einen Stu-
dierenden, der nicht in den Schlossgarten geht”.

Betrachten wir die drei Aussagen

A : “Im Kino lauft Herr der Ringe”,

B : “Im Kino lduft James Bond”,

C : “Ich gehe ins Kino”,

dann entspricht die Aussage “Ich gehe immer ins Kino, wenn Herr der Ringe oder James
Bond laufen”: (AV B) = C < (-E Vv C) ist

~((AV B) = C) <= ~(—~(AV B) VC) = ((AV B) A=C).

In Worten: “Im Kino lduft ein Herr der Ringe- oder ein James Bond-Film, und ich gehe
(dennoch) nicht ins Kino”.

Wir wollen die Aussage
Jrmit A(x) : B(z)

negieren, wobei die Aussageformen A(x) und B(z) durch

A(z):“x ist ein Mensch.”

B(x): “Mathematik macht x keinen Spaf}.”

gegeben sind. Wegen —(3z mit A(z) : B(z)) <= (Vx mit A(x) : =B(x)) ist die Negation der
urspriinglichen Aussage: ” Allen Menschen macht Mathematik Spaf}“.

Aufgabe 6:
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Abbildung 1: Gegenbeispiele

(i) Die Aussage ist wahr, denn: Seien =,y € X beliebig. Zu zeigen ist (go f)(z) = (go f)(y) =

x =y. Es gilt in der Tat

(go f)(x) = (g0 f)y) e g(f(z)) =9(f(y))
IIE f(a) = f(y)
f inée;ktiv —y.



Die Aussage ist falsch. Siehe Abbildung g ist nicht injektiv, denn g(y2) = g(y3) = 22.
Die Aussage ist wahr, denn: Sei z € Z beliebig. Zu zeigen ist 3x € X : (go f)(z) = z. Da
g surjektiv ist, existiert ein y € Y mit g(y) = z. Da f surjektiv ist, existiert ein z € X
mit f(x) = y. Fiir dieses z gilt in der Tat (go f)(z) = g(f(x)) = g(y) = =.

Die Aussage ist falsch. Siehe Abbildung f ist nicht surjektiv, denn y3 ¢ f(X).

Die Aussage ist wahr, denn: Sei z € Z beliebig. Zu zeigen ist Jy € Y : g(y) = 2. Da (go f)
surjektiv ist, existiert ein x € X mit (go f)(x) = g(f(z)) = 2. Mit der Wahly = f(z) € Y
gilt tatsdchlich g(y) = z.

Die Aussage ist wahr, denn: Nach (i) ist (g o f) injektiv. Nach (iii) ist (g o f) surjektiv.
Also ist (g o f) bijektiv.

Die Aussage ist wahr, denn: Sei y € Y beliebig. Zu zeigen ist 3x € X : f(z) = y. Betrachte
dazu g(y) € Z. Da (go f) surjektiv ist, existiert ein z € X mit (go f)(x) = g(f(x)) = g(y).
Da g injektiv ist, muss aber f(z) =y gelten.

Die Aussage ist falsch: Siehe Abbildung f ist injektiv.

Die Aussage ist falsch: Siehe Abbildung f ist surjektiv.
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