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Aufgabe T7:

(a) Fiir jedes = € R gilt (quadratische Ergidnzung)

1\> 7_7
2
- 2= - = - > 1
- —z+ <a: 2> +t127 (1)
Also ist A nach unten durch g beschrankt. Einsetzen von x = % in (1) zeigt g € A. Also
ist min(A4) = inf(4) = I.

Wir zeigen, dass sup(A) und max(A) nicht existieren, da A nicht nach oben beschrinkt ist.
Sei dazu 7 € R beliebig. Setze x := max {,2}. Dann gilt

g4 2>t—r=x(z—-1)>z>7.
~——
>1

Ad>a:==x

Also kann tatsédchlich kein v € R eine obere Schranke von A sein.

(b) Fiir jedes N € N gilt (quadratische Ergéinzung)

n+i:<f_\}ﬁ>2+222. (2)

Also ist B nach unten durch 2 beschriankt. Einsetzen von n =1 in zeigt 2 € B. Also ist
min(B) = inf(B) = 2.

Wir zeigen, dass sup(B) und max(B) nicht existieren, da B nicht nach oben beschrénkt

ist. Sei dazu v € R beliebig. Aus Vorlesung wissen wir, dass es ein n € N mit n > ~ gibt.
Dann gilt

1
Bab::n+ﬁ>n>y.

Also kann tatséchlich kein v € R eine obere Schranke von B sein.
O

Aufgabe 8:

(a) Fiir jedes 0 < x < 42 gilt (quadratische Ergidnzung)

x+i:(\f—\}§>2+222. (3)
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Also ist A nach unten durch 2 beschriankt. Einsetzen von 0 < x = 1 < 42 in zeigt 2 € A.
Also ist min(A) = inf(A) = 2.

Wir zeigen, dass sup(A4) und max(A) nicht existieren, da A nicht nach oben beschrinkt ist.

Sei dazu v € R beliebig. Setze = := Ivlﬁ Es ist 0 < z < 1 und demnach gilt

1 1
Asa=z+—->—-=1+1y|> |7 > 1.

A
Also kann tatséchlich kein v € R eine obere Schranke von A sein.

Fiir jedes z € R gilt

2
x 1
0< =1- 1. 4
1422 1+x2< (4)
N——

>0

Also ist B nach unten durch 0 und nach oben durch 1 beschrankt. Einsetzen von = 0 in
(4) zeigt 0 € B. Also ist min(B) = inf(B) = 0.

Wir wollen sup(B) = 1 zeigen und verwenden dafiir Aufgabe 11 (a). Sei also € > 0 beliebig.
1=l 4 1. Bs gilt tatséchlich

Setze x = =
2
Thz > 1-¢

s 22>1-e)(1+22)=(10—-¢)+2%(1—¢)

2N 2?2(1—(1—¢))>(1—¢)
2

e = (VB ) s

= wahr.

Also ist sup(B) = 1. Da nach 1 ¢ B, existiert max(B) nicht.

U
Aufgabe 9:
(a) e Induktionsanfang (IA):

Firn=1gilt >} k-kl=1=(n+1)!—-1

o Induktionsschluss (IS):
Sei n € N beliebig. Fiir dieses n gelte die Induktionsvoraussetzung (1V)

D kekl=(n+1)! -1
k=1

Dann gilt fiir n + 1

n+1

Skekl = (n41)- (44> kK
k=1 k=1

= (n+1)-(n+D+n+1)-1
= (n+1)-n+2)—1=Mn+2)-1.



Die Aussage lisst sich wie folgt direkt zeigen. Es gilt fiir jedes n € N

Shek = S hr1-1) k=S [+ DR -k =3 (k+
k=1 k=1 k=1 k=l
Indexshlft Tf Kkl — Z Ll Teleskop- ( + 1)| —1.

—~ P summe

(b) e Induktionsanfang (IA):
Fiir n = 1 gilt S0, (—=1)F1E2 = 1 = (—1)ninitd),

o Induktionsschluss (IS):

Sei n € N beliebig. Fiir dieses n gelte die Induktionsvoraussetzung (IV)

n

Z(_l)k+1k2 — (—1)rH n(n+ 1).

2
k=1
Dann gilt fiir n + 1
n+1 n
Z( )k+1k2 — ( 1)n+2(n + 1) + Z( )k+1]€2
k=1 k=1
(IV) n4+1 n(n+ 1)

O

Aufgabe 10:

(a) e Induktionsanfang (IA):
R n = 1 git [T} (14 1) =1= 1.

n!

o Induktionsschluss (IS):

Sei n € N beliebig. Fiir dieses n gelte die Induktionsvoraussetzung (1V)

Dann gilt fiir n + 1

(n+1)

(n+1)" n"  (n+1)" n+1 _

' 1o2) = (o) o) ()

(n 4 1)n+1

n

nn n! n! n+1



(b) e Induktionsanfang (IA):
. . n 1(141)(2141) _ n(n+1)(2n+1
Firn=1gilt Y p_k*=12= ( )é ) — )6( ).

o Induktionsschluss (1S):
Sei n € N beliebig. Fiir dieses n gelte die Induktionsvoraussetzung (IV)

- n(n+1)(2n+1)
k= :
2 ;

Dann gilt fiir n + 1

n+1 n
1)(2 1
ZkQ = (n+1)2+2k2(g) (n+1)2+n(n+ )6( ntl)
k=1 k=1
1 on +1 2n?
_ (n+1).6(n+ )4—671( n+ )Z(n+1)-6n+62 n°+n
2n? +Tn+6 2)(2n +3

Die Aussage lésst sich wie folgt direkt zeigen. Nach dem Hinweis gilt (Teleskopsumme)

n n

n = Zk?’ > (k- Zk3 > (K -3k + 3k — 1)
k=1 k=1
- i(3k2—3k+1):32kz2—32k+n
k=1 k=1 k=1

Nach Beispiel (2) des Abschnittes 4.8 des Skriptes gilt

Einsetzen und Auflssen nach ), k? liefert die gesuchte Formel

1 1 -
n _3Zk2 L)jun & n(n+1)(n—1)+?m("2+):32k2

n(n+1)(2n + 1).

K =
6

¢
M-

O
Aufgabe 11:

(a) «a = sup M bedeutet, dass « die obere Schranke ist und dass « eine kleinste obere Schranke
ist. Erste Halfte der Aussage (Vo € M : x < «) gibt dass «a eine obere Schranke ist. Die
andere Halfte konnen wir schreiben als

a=supM =Ve>0:dreM: :z>a—c¢.



Statt B = A zeigen wir A = —B als
Je>0:VeeM : 2 <a—e=a#supM.

Es ist wahr weil o — € ist eine obere Schranke kleiner als o und dann « kann nicht ein
Supremum sein.

(b) Wir benutzen die zweite Halfte aus 11 (a). Wir definieren die Folge mit e = 1 als

1
an€EM:a0——<a, <«
n

Diese Folge hat Grenzwert . Wir kénnen es mit dem Sandwichsatz schauen.

Aufgabe 12:

(a) Hier steht die Differenz zweier divergenter Folgen. Die Folge ist dquivalent zu

1 1
an = (VT T =y YLV |
Vnrl+yvn Va+l4+yn
Wir konnen auch schreiben
B 1 _ !
T Vn+1l+yn T 2yn’

Die Folge an die rechte Seite ein Nullfolge ist, konnen wir den Sandwichsatz benutzen zu
bekommen

0<a

lim a, = 0.
n—0

(b) Erst vermuten wir, dass 2 Grentzwert ist, weil

a
=41
a 5 +
die Losung a = 2 hat. Wir haben
an — 2
an4+1 — 2= n2
und auch | 2)
a J—
|ap+1 — 2] = n2
Wann |a; — 2| = |c — 2| dann |a, — 2| = |26;21|. Dan fiir jedes € haben wir n € > ‘QC;QJ.

(¢) Erst wir haben
1 1 1
l=1n<ap,=(1+c")n <2n - 1.

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei x > y. Dann

3=

r=(x")n < (z"+y )n§x<1+(—) ) <z-2n = x.

T



(d) Weil a,, beschrankt ist, 3C' € RVn > ng |a,| < C. Dann

0 < |anbn| < C |ba] = 0.
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