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3. Übungsblatt

Aufgabe 13:
Zwischen welchen der Mengen N,Z,N2, (0, 1),R,R+,R2 existiert ein Isomorphism?

Aufgabe 14:
Seien x ∈ R, m,n ∈ N0, a0, . . . , am, b0, . . . , bn ∈ R mit ak = 0 für k ∈ {m+ 1, . . . ,m+ n} bzw.
bl = 0 für l ∈ {n+ 1, . . . ,m+ n}. Zeigen Sie(

m∑
k=0

akx
k

)(
n∑

l=0

blx
l

)
=

m+n∑
k=0

(
k∑

l=0

ak−lbl

)
xk.

Aufgabe 15:
Sei x ≥ 0.

(i) Zeigen Sie, dass die Folge (an)n∈N mit an :=
(
1 + x

n

)n
konvergiert.

(ii) Zeigen Sie, dass die Folge (bn)n∈N mit bn :=
(
1− x

n

)n
konvergiert und dass

lim
n→∞

bn =
1

limn→∞ an

gilt.

Hinweis:
(
1− x

n

) (
1 + x

n

)
= 1− x2

n2 .

Aufgabe 16:
Untersuchen Sie auf Konvergenz und bestimmen Sie gegebenenfalls den Grenzwert:

(a) an = 6n2+3n−4
1+n2

(b) an =
(
1− 1

n2

)n
,

(c) an = n2−1
n+3 −

n3+1
n2+1

,

(d) an = n

√
1
2n +

∑n
k=0

(
n
k

)
1

3n+k ,

(e) sn =
∑n2

k=1
k
n4 ,

(f) sn =
∑n

k=1
1

k(k+1) ,

(g) sn =
∏n

k=1

(
1 + 1

k

)
.
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Aufgabe 17:
Wieviele Summanden enthält die Partialsumme mindestens, damit sie die folgenden Reihen bis
auf einer Fehler von 10−10 approximieren:

(a) s =
∑∞

n=1
1

10n ,

(b) s =
∑∞

n=1
(−1)n−1

n .

Aufgabe 18:
Sei (an)n∈N eine Folge. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen äquivalent sind:

(i) (an)n∈N konvergiert gegen a ∈ R

(ii) ∀ε > 0∃N ∈ N ∀n ≥ N : |an − a| ≤ ε.

Aufgabe 19:

Sei c > 0 und (an)n∈N0 die durch an+1 = 1
2

(
an + c

an

)
rekursiv definierte Folge mit a0 > 0. Es

is bekannt, dass rn := an −
√
c eine Nullfolge ist. Zeigen Sie dass:

(a) Für n ∈ N gilt rn+1 ≤ r2n
2
√
c
.

(b) Für n ∈ N gilt rn+1 ≤ 2
√
c
(

r1
2
√
c

)2n
.

Bemerkung: (a) und (b) zeigen, dass die Folge (an)n∈N extrem schnell gegen
√
c konvergiert

(quadratische Konvergenz)!

Hinweis: In der großen Saalübung werden voraussichtlich die Aufgaben 13, 15 und 17 bespro-
chen. Die restlichen Aufgaben werden in den Tutorien behandelt.
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