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4. Ubungsblatt

Aufgabe 20:
Sei z € [0,1) und k € N, k > 1. Wir definieren die Folge [,, als

l, = max{m € No/mk™ < z}k™™ mit neN

und ly = 0. Wir definieren auch die Folge ¢, = k"(l,, — l,,—1). Zeigen Sie:
(a) ¢, € {0,1,...,k—1}.

(b) by =0y ek,
Beispiel: Sei k = 10, x = % Dann ¢; = 5 und ¢ = 0, k > 1, d.h., wir haben die
Dezimaldarstellung fiir % als (5,0,0,...).

(¢) Yz € [0,1)3k-adische Darstellung, d.h., eine monoton wachsende Folge (I, )neny mit I, <
T <l,+ k™™
Beispiel: Sei k =2, x = % Dann ¢y =1und ¢ =0, k > 1.

Seik::?),x:%.DanndGN:ckzl.

Aufgabe 21:
Sei a, eine beschréankte Folge und ¢, = % > k1 ak. Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden
Aussagen:

(a) Falls die Folge a, gegen a konvergiert, dann konvergiert auch die Folge ¢,, gegen a.

(b) Falls die Folge ¢, gegen a konvergiert, dann konvergiert auch die Folge a,, gegen a.

Aufgabe 22:
Finden Sie:

(a) eine Folge mit unendlichen vielen Hiufungspunkten.

(b) eine Folge ohne Haufungspunkte.

Aufgabe 23:
Untersuchen Sie auf Konvergenz und bestimmen Sie gegebenenfalls den Grenzwert der rekursiv
definierte Folge (x,)nen mit

1
Tp1 ==, n=1
Zk:lxk

und z1 = 1.
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Aufgabe 24:

Sei (an)nen eine Folge. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:
(a) ist (an)nen konvergent, dann sind alle Teilfolgen ay(,) konvergent.

(b) konvergiert ein Teilfolge g(n) des Folge a,, gegen a, dann ist a ein Hiufungspunkt der Folge
a(n).

(¢) (an)nen ist eine Nullfolge < limsup,,_, |an| = 0.
(d) (an)nen konvergiert gegen a < limsup,,_, . |a, — a] = 0.
(e) Sei (by)nen eine Folge. Dann

lim sup(a, + b,) < limsup a,, + limsupb,, .

n—o0 n—oo n—o0

Geben Sie ein Beispiel, wo die Gleichheit nicht gilt.

Aufgabe 25:

1

-----

Sei (21,2, . ..,24) € RY, ||z]|, = (2;?:1 |gcj|p)E und |2l = max;_y_4|z;|. Zeigen Sie die
folgenden Aussagen:

(a) VI <p<oo:|-|lpist eine Norm.
1
(b) V2 € RW1 < p < o0 : ||2]|oo < [|2lp < dP7[|2]|s0-

(¢) Sei 1l <p < q< oo, dann existieren Konstanten Cy und Cs, 0 < C7 < Cy < 00, so, dass

Cillzlly < llzllg < Callzllp, Yz e RE.

Hinweis: In der groflen Saaliibung werden voraussichtlich die Aufgabe 20 und 25 besprochen.
Die restlichen Aufgaben werden in den Tutorien behandelt.
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