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Aufgabe 20:

(a) Wir schreiben l,, = m, k=™ und l,, 1 = my_1k~ " = m,,_1kk~™. Wir haben
Iy = ln—1 = (mp —mp_1k)e ™.

Zahlen m,, und m,_1k sind ganz. Wir miissen zeigen, dass 0 < m,, — mp_1k < k. Wir
konnen schreiben

mnk‘_" <z < (mn + 1)1{;_”7

Mp_1k™" M <z < (mp_g + DE"T

weil my Maximum ist. Diese Ungleichungen sind dquivalent mit

Dann haben wir m,, < k%, Mp_1k > k% —k, my > k% —1und m,_1k < k% deshalb
T T
mn—mn_1k< F— (f—k> <k,
T T
My — Mp_1k > (F—:l) -—— > -1,
1 <m, —mp_1k <k.

(b) e Induktionsanfang (IA):
Fir n =0 gilt [ = 22:1 cjk™ =0 und fiir n =1 gilt {; = Zjl':1 cik™ =mik™L.

o Induktionsschluss (IS):
Sei n € N beliebig. Fiir dieses n gelte die Induktionsvoraussetzung (1V)

I = Zn: ik,
j=1

Dann gilt fiir n + 1
n+1

n

Cn+1 — Cn+1 —j

l”+1:l”+kn+1: E Cjkj—i-kn_H: E Cjk].
= j=1
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(c) monoton Folge: l, = 75 +lp—1 > ly—1.
beschrinkte Folge: 0 < Iy < 1, < Y70, % = kL <

auch [, =mpk™ <z < (mp, + 1)k " =1, + k"

(

el

)_1‘1> — 1 — % < 1. Wir haben

s

(d) Wir haben

und dann
[ <x<lI,

wo | = limy,,— oo U
O

Aufgabe 21:

(a) Diese Aussage ist wahr. Wir konnen schreiben

(5]

Die Folge a,, ist konvergent, deshalb

= (a, —a)| .

1
len —al = —
n

k=1

V€>OE|N1€NVZ>N1:]an—a\<E.

2
Dann fiir n > Ny
1 1 & 1|
_al <12 _ - _ < = _ -
len —al < - ;(ak a)| + - k:;lﬂ(ak a)| < - ;(ak a)| +
Man kann Ny € N finden so, dass
1 M €
Vn>N2:ﬁ ;(ak—a)<2.

Zusammen haben wir
Ve > 03dN2Vn > Na : |c, — al <€,

deshalb konvergiert Folge ¢, gegen a.

(b) Wir zeigen, dass die Aussage falsch ist. Wir haben

fj(—l)’“ <

k=1

SRS

<

3=
S

Die Folge ¢, = %Zzzl(—l)k konvergiert gegen 0 aber ((—1)¥)iey ist keine konvergent
Folge.

O

Aufgabe 22:



(a) Wir definieren die Folge als

G, n
bp |1 2 4 7 11 16 22
b 3 b 8 12 17 23
b3 6 9 13 18 24
by 10 14 17 25
bs 15 18 26

wo b; sind verschiedene Héufungspunkte, z.B., N oder {1/n|n € N}.

(b) Die Folge a,, = n hat kein Haufungspunkt, weil
Va € RIN € NVn > N : |a,, — a|] > €.

O

Aufgabe 23:
Die Folge z,, ist konvergent, weil es monoton und beschriankt ist.
monoton Folge: Man kann sehen, dass x,, eine positive Folge ist, falls erstes Element positiv

ist. Dann
1

Lnt2 = n < n = Tp+1
Tn41 + Zk:l Tk Zk:1 Tk

fiir n € Ny.
beschrdnkte Folge: 0 < xpy1 < 21 = 1.
Grenzwert: Das Grenzwert kann nur in [0, 1] sein. Wir zeigen mit Widerspruch, dass Grenzwert

kann nur 0 sein. Sei @ > 0 die Grenzwert der Folges. Dann
1 1 1

Tntl = < = —
m dh=1Tk  Dp—1@ na

wo wir die Monotonie der Folges benutzen haben. Wir haben auch

1 9 1
a<lzTp1 < —a” < —
na n

aber es kann nicht wahr sein weil lim,, % =0.

O

Aufgabe 24:

(a) Fiir alle Teilfolgen haben wir n < o(n). Wir wissen auch
an konvergent < Ve > 03NVn > N : |a, — a| < €,
gy (n) konvergent < Ve > 03MVao(n) > N : |agm) —al <e,
Ve > 03INVn > N : |an, — a| < € = Ve > 0INVo(n) > N : |aym) —al <e.

(b) Wir miissen fiir alle € > 0 unendliche viele Punkte im Neben a finden. Man kann als diese
Punkte Elemente der Teilfolges a,(,;) nehmen, weil

Ve > 03INVYn > N : |a, —a| <e€.



(¢)

(d)

()

0

=-: Auf Vorlesung hatten wir, dass

liminf a, = lim a, = limsupa,
n—00 n—00 Nn—00

fiir allen konvergenten Folgen. Alle Nullfolgen konvergieren gegen 0.
<: Man kann schreiben

—lan| <an < lan|,
inf —|a,| < 1nf ap, <a, < sup a, < sup |ay|.
n2N n>N n>N

Wir auch wissen, dass

—_ 1 f —_ =
BT =

— —x,) = inf z,.
) = gk

Zusammen haben wir

0 = —limsup |a,| < hm a, < limsup |a,| =0.
n—oo n—o0

(an)nen konvergiert gegen a < (a, — a)nen ein Nullfolge ist.
Dann kénnen wir (¢) benutzen.

Wir haben

sup (an, + by) < sup a, + sup by, .
n>N n>N n>N

Dann kénnen wir den Limes der Gleichung nehmen

lim sup(a, +b,) < lim sup a, + lim sup b,.
N%oon>N N~>oon2N NHOOnZN

Beispiel: 0 = ay, + b, = [(—1)"] + [ (—1)"].

limsup0 =0,

n—oo

limsupa, =1,
n—oo

limsupb, =1.
n—0o0

Aufgabe 25:

Erinnerung:

(N1) VZ € VVa € K : ||aZ]| = |al||Z]]
(N2) VZ,5 € V : ||+ g|| < [|Z]| + [|7]]
(N3)VZ eV | HZO
(N4) [|#]| =0 = Z=0



(a)

1<p<oo:

1 1

- d d
(N1) [|az], = [|(az1,az, ... aza)lp = (S0 law; )" = (S lallayl?) ” =

1
1 d P d D -
(lalP)? (S5 ) = lal (S losl?)” = lalll@s, 22, . @a)llp = lall )

(N2) Wir benutzen, dass die Funktion F'(z) = aP konvex ist, d.h.
Fz)=2?=V0 <A< 1,z1,22 > 0: F((1 = N1 + Aza) < (1 = N)F(z1) + AF(x2).

Wir beweisen dieser Eigenschaft spéater im [“Jbungen Falls Z = 0 oder ¢ = 0 ist, dann ist
|12+ 7llp < [|€]lp + || 7]l, wahr. Sonst sind X = o Y = Mo mit | X[, =1 und |Y], = 1.
Wir haben

|5+ y;" = (2] + 1911p)"1(1 = N X5+ AV < (|20, + [17]1,)71(1 = NXG] + A7,
|2+ yi " < (120 + 1711,)7[(1 = MIXG P+ A[Y;[7].

mit \ = % Wir konnen beide Seiten zusammenzahlen
d d
D lai il = 1F+ G < (1€l + 1717 Y [0 = NIXG[P + A5,
j=1 j=1

12+ 715 < (12l + 171)7[(2 = VIXNP + MY [P = (1]l + 19]15)”
17+ gllp < 1Z]lp + (17l -

1
(N3) Jos] = 0= S0 g > 0 = (S5, [a?)” > 0.
(N4) qu—m:»zj 3P = 0= V]| || = 0.

p =
(Nl) max;—1,..q [ax;| = max;-1,..qlal|z;| = [a| max;—1 a2
(N2) |zj+y;| < lzjl+]y;| = maxjz1 g lzj+y;] < maxjor a(|zjl+[y;]) < maxjor alz;|+

max;=1,...d |Z~/j|-
(N3) |zj| > 0= max;—y __q|z;| > 0.
(N4) |Z]] = 0 & maxj—1__q|zj| = 0= V|z;| : |z;| = 0.

=
3=

1
maxjo1,.alej] = maxjoyallagP)r < (S0 lal)” < (S (maxien, . alzl)?)” =
1

1
<<maxk=1,-'.,d EX D 1) " = (dmaxj=y, _alz;[)P)? = dr max;j=1_qlzj.

D=

q = oo: Wir benutzen (b). Dann C; = &+ und Cy = 1.
P

d
g < co: Man kann die Aussage mit (b) beweisen. Falls Normen A und B dquivalent sind
und falls Normen B und C &quivalent sind, dann auch sind Normen A und C dquivalent,
weil

1
[Zlleo < [[7]lp < dr {70 ,

L
[Zlo0 < 17(lq < do][Z]|oo

1. 5 1
d-a|Z]ly < || Z]lp < dv[|Z]lg-
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