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Aufgabe 26:

Sei im Folgendem immer w = u + iv und z = x + iy.
() z=z—ly=z+iy==2

(u—iv)(x —iy) = zu — vy + i(—vr — uy)
u+iv)(x +iy) = ur — vy + i(uy + vx) = 2u — vy —i(ve + uy)

—~ |l

(c) |wz|? = wawz = wwzz = |w|?|z|?

(d) Fiir jede komplexe Zahl gilt Re(z) < |z, weil

2] = V22 +y2 > Va2 = |Re(z)| > =.

Also st |wz| = |w||z| = |w|[Z] = |wZ| > Re(wz), weil |w| = VuZ + v2 = /u? + (—v)? = |[w|.

0

Aufgabe 27:

(i) Sei z =z + iy € C mit z,y € R. Es gilt
z€A & |z+1+4i=|z—3-3j
& @+ 1) +ily+ 1) =[x —3)+iy—3)]
& (@+1)’+y+1)°=(-37+(y—3)
s 42414+ +2+1=2>—62+9+1y>—6y+9
& 204 2y+42=—6x —6y+ 18
& 8y=-8r+16&y=2—=zx,

d.h. A = {z € C|Im(z) =2 — Re(z)}. Also ist A eine Gerade in der komplexen Zahlen-
ebene. Siehe auch Abbildung .

(ii) Sei z =z +iy € C mit z,y € R. Es gilt
z€C & Re(z?) >1e Re((x+iy)?) > 1< Re(z? — y* + 2izy) > 1
e Poy>slel>Vityrer>Vityive < —V1+y2
Alsoist C' = {z € C|Re(z) > 1/1+ (Im(z))2} U {z € C|Re(z) < —y/1+ (Im(z))z}. Sie-
he auch Abbildung .
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Abbildung 1: Menge A
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Abbildung 2: Menge B

(iii) Es gilt
A = {zeCllz—i|>1A]z—-1-2i <3}
{zeC||z—i|>1}n{ze€C||z—1—-2i < 3}
= {zeC||lz-1-2i<3}n{zeC|lz—i < 1}°
= {zeC||lz—1-2i| <3} \{zeC||z—i| < 1}.

Also ist A die offene Kugel um 1+ 2i mit Radius 3 ohne die offene Kugel um i mit Radius
1. Siehe auch Abbildung (3).

(iv) Sei z =z +iy € C mit z,y € R. Es gilt

—_

zeCeIm(z?) <1eIm((z+iy)?) <1< Im(z? —y? +2zy) <1 oy < 3
Wir unterscheiden die folgenden Félle.
e Ist x =0, dann ist z € B.

o Ist z >0,dannist z € C &y < 5.

o Ist # <0,dannist z€ D&y > 5-.
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Abbildung 3: Menge C

Also gilt
D = {zeC|Re(z) =0}
1
<
U {z € C|Re(z) > 0 AIm(z) < 2Re(2)}

U{z € C|Re(z) < 0 ATm(z) > QRl(z)}'

Siehe auch Abbildung .
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Abbildung 4: Menge D

Aufgabe 28:

(a) Im Folgenden sei w = a + ib € C mit a,b € R.

(i) Es gilt
3 = (a+ib)® = a® + 3d(ib) + 3a(ib)? + (ib)® = a® + 3ia®b — 3ab® — b
a(a® — 3b%) +ib(3a® — b?).

w



(i)

(iii)

Einsetzen von w = 4 — 3i = z liefert

Re(23) = 4(4% — 3(=3)%) = —44,  Im(2®) = —3(3-4% — (=3)?) = —117.

Ferner gilt

— 3
‘w3’ =/ (w3)w3 = (\/w@) = |wl]?.
Da |z| = V42 4+ 9 = /25 = 5, folgt |23| = 2> = 125.

Fiir w # 0 gilt
w a . b

w
w o ww |of @+ atbE

Einsetzen von w = 4 — 3i = z liefert

Ferner gilt fiir w # 0
o=l
|

=155 = —
w

g

Also ist E’ = %

Es gilt
zow=(4-31)-(-1+2i)=—-4-61)*+i(8+3) =2+ 11

und damit Re(z - w) = 2, Im(z - w) =5, |z - w| = |2] - |w| = 5V/5.

Es gilt
1 (=1 — 2i)? 1
) L _ 2 \Tr=a) -
z +w2 (4 + 3i)? + =4°+24i -9+ 5% 7+241+25(1+41 4)
e
und damit
1 3172 1 4 604
_92 L _ _ 2 _1ta —92 Ty * ous .
Re(z* + w2) 7 55 = 55 Im(z° + w2) 24 + 55 = 55 sowie
1 172\*  /604\? 1 V394400 /15776
=2
—| = == — ) = —-1/364816 + 29584 = = .
S \/(25) +(25) o5 V364816 + 2058 25 5
Es gilt
B 48=0 (z+iy)>+8=0

$3+315L‘2y—33}y2—iy3—|—820
23 =322 +8=0A32%y—y> =0
23 =322 +8=0AyBzx?2 —y*) =0

t ot

i3

Wir betrachten die einzelnen Falle.

23 —322 +8=0A(y=0Vy=2V3Vy=—2V3).



g

e Ist y =0, so gilt
P H8=0c1r=—V8=-2

fiur alle z € R.
o Ist y = /3, so gilt
P -9 +8=0er’=1e2=1
fiir alle z € R. Das gibt die Losung z = 1 4+ iv/3.
o Ist y = —xv/3, so gilt
-9 +8=0er’=1s2=1
fir alle € R. Das gibt die Losung z = 1 — iv/3.

Insgesamt sind also genau zop = —2, z; = 1 +iv/3 und 2, = 1 — iv/3 Losungen der
Gleichung 23 + 8 = 0.
i(64+27) i(0+4m)

.. : 1 6 1 1
Alternativ ist 23 = rel? & 2z =r3es Vz=r3e 3 Vz=r3e 3

Dem Hinweis folgend, machen wir den Ansatz z = (1 + i)z mit € R. Einsetzen in
die Gleichung liefert

(T+i)z)* - @B -i)((1+i)z)?—il+)r+1+3i=0
& (1+3i+3i2-i)2* - B -1 +20+i)2? —i(l+i)z+1+3i=0
& (=24 2i)z3 — (3 —1)2i2? —i(1+1i)z +1+3i=0
& 213 - 222+ +1=0A22%—622 —2+3=0.

Addieren der beiden letzten Gleichungen liefert

1 1
8’ +4=0r=—<Vr=——r
V2 V2
Also sind zy = % und 2z = % zwei der gesuchten Nullstellen des Polynoms

P(z2) = 22 — (3 —1)2%2 — iz + 1 + 3i. Nach dem Satz iiber die Polynomdivision lisst

sich P durch Q = (2 — 2z0) - (z — 21) = (z—%)-(z—kl—";) = (22—@> =22 —i
dividieren. Tatséchlich ergibt die Polynomdivision

B (B-1) —iz+1+3i=(22—i) (z— (3—-1).

Die letzte Nullstelle lautet also z2 = (3 —1).

Aufgabe 29:

(a) (1+1)2=1+2i—1=0+2i=2¢e2

(b) (1+1)7 = () = iy = D 1 Lig

(FD(—i+1) — 2 2



(¢) (1+1i)e'5 = (1414) (Hxﬂ) _ 1= \/§+2(1+\/§)1
(1 + i)ei% = \/ie’%e g = \/ie 12

AT —o4qllm  o4gI8m  oqglm o (/340 _ e2V3+ei
(d) e 3e 6 = e 6 = e 6 — e 5 = 5

0

Aufgabe 30:
Funktionen sin(z) and cos(x) sind periodisch, d.h., 3T € R*Vz € R : f(z +T) = f(x). Die
kleinste Periode von sin(x) und cos(x) ist 2. Wir kénnen nur mit Nachkommaanteil von -

arbeiten.

(a) Der Nachkommaanteil x — | x|
Cn—|Cn] =0

weil C' und n sind ganzen Zahlen. Dann ist a,, konstante Folge und a,, = 1 fiir C' € N.

(b) Jede Razionale Zahl kann man als % schreiben, wo p € N, m € Z unteilbar sind. Dann

haben wir
m

Lot ) - |20 | = 2w - | 2o

deshalb haben wir am hochsten p Hiaufungspunkten.

ol

mit £ € Nund ¢,j € {1,2,...,p — 1}. Man kann zeigen, dass j; ist gleich zu js nur fiir
gleich ¢. Dann haben wir p Haufungspunkten:

{cos(2w§>-+ish1<2ﬂi>|kEE{Q1,”.J7—1}}.

, n=kp,

SIS ()

Y n:kp+c7

g

Aufgabe 31:

(a) (a+b)5 = (aﬁl—)‘gll)fs = (a+g‘)lfs + (a+£)1—s S al s + bl s = a +bs

(b) Fiir ¢ < p kénnen wir schreiben

B

IA
M=

d

lzlig = | D las P

d
q
"7 =l = |2
J=1 J= J=1
wo wir (a) benutzt haben. Wir haben auch
Vi, 29 >0, >0: 2 <zd =21 <9,

weil 22 is monoton steigende Funktion fiir z > 0 und ¢ > 0. Dann

2l < ll2llg = llzlly < llzllq-



g

Aufgabe 32:

(a) Erst zeigen wir, dass
Zn — 2= |zn| = |7

Sei z, = x, + iy, und z = x + y, dann x,, — x und y, — y, weil z, — z. Die Konvergenz
der Folges z, impliziert, dass Ve > 03N € NVn > N : |z, — x| < € A |yn, + —y| < e. Wir
konnen schreiben

2 2 2 2
el = I2l] = Va2 + 12 — Va? 2| = St 2 YL
Va2 + 2 + /2% + 1]

7 — 2% + yn — | |20 + % + yn + y
ol = ol = —2 =T VL il
Va2 + 2 + /a2 + 2 2|
Wir haben, dass Vé > 03N € NVn > N : ||z,]| — |2|| < €. Wir kénnen wéhlen € = |z|/2 und
schreiben
_._ N
|zn| > |2| — €= 5 -
(b) Wir miissen zeigen, dass
1 1
—— | <e
Zn 2
Wir haben L
11—l <2|z”_22| <2,
ozl |2zl k4 2|

wo wir (a) und die Konvergenz der Folges z,, benutzt haben.

(c) Wir haben

Zn 2| _ |znw — zwy| _ |znw — zpwy, + zZpwy, — 2wy |zn||wn —w|  |zn — 2] <z
(R |wp||w] |wn||w] |wn|[w] |w ’
weil

Ve > 03N € NVn > N : |z, — z| <€,
Ve > 03N € NVn > N : |w, —w| <e.
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