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Aufgabe 38:

a) =: Wann die Relhe _1 |lan|| konvergiert absolut, dann auch konvergiert die Reihe
Wi die Reih Zo 1 k i bsol d h k i die Reih
Yo |lan|] und kénnen wir die Reihe Y ¢, als ) ||ay || definiereren.

<: Wir haben
a1 < Cntl Vn grofl genug
[anl Cn
dann gilt auch
lantall [lan]l Crtl Cn
lanll llanll 7 e cnr

l|ant1]] < Cn+1
[ar]] c1
lai]]

Y

lant1]l < Cn+l -

Dann konnen wir Majorantenkriterium benutzen und zeigen, dass die Reihe ) ||a,|| kon-
vergiert.

(b) Wir nehmen die Folge

1
bp = —

np’
Die Reihe ) b, konvergiert absolut, wann p > 1 ist. Fiir p > 1 haben wir

bn+1 _ n p (- 1 p Berr;)ulli 1 P
by, n+1 n+1 - n+1

Letzter Schritt ist Majorantenkriterium zu benutzen als

lan|| — n+17 by

lant1]] < P brt1

(c) Wir nehmen die Folge
by = {nll fir n > 2,

1 firn=1.

Wir wissen, dass die Reihe Y > | b, divergiert und dass b’g—:l =1- % gleich ist. Dann
impliziert Quotientenkriterium, dass die Reihe >">° | a,, divergiert, weil

Gn+41 >1_l:bn+1'

an n bn,
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Aufgabe 39:

Aus dem Konvergenz der Folge {* haben wir

L—eg%ﬁgL+e

n

fiir n grof genug. Dann haben wir auch
(L—¢€)b, <an < (L+e€)by,
fiir n grof genug. Die Umgleichung gilt auch fiir die Reihen

i(L—E)bnﬁ i an < i(L+e)bn.
n=M n=M n=M

Dann kénnen wir Majorantenkriterium und Minorantenkriterium benutzen. [J

Aufgabe 40:

Fiir n grofl genug haben wir, dass

VedK . Vn > K. : lan1] <a+e
[lan||

und auch
lar.|

llan|| < (a+ G)nm :

Diese Umgleichung impliziert, dass

o T o llax.|l
Dann nehmen wir die Limes superior von letzter Umgleichung
limsup V/|lan] < o+ €.
n—oo

g

Aufgabe 41:

(a) Sei
1 fiir n = 3k — 2,
b, = 1 fiir n = 3k — 1,
—— firn=3k

fiir alle n € N. Offenbar ist (b,) eine Umordnung von (a,,). Es gilt

LS S S DS D T
f'f BVE VATV Ve

Dann die Umordnung 7 ist

I
NE
3

i
I

n+ 21 fiir 3n+ 1,

2n

n—l—”T_l fiir 3|n + 2,
= fiir 3|n..



(b) Sei a,, = ﬁ fiir alle n € N. Offenbar ist (a,,) eine streng monoton fallende Nullfolge. Damit

ist die alternierende Reihe > °° | (—1)""1a,, konvergent nach dem Leibnizkriterium.
Sei (Spy) ihre Partialsummenfolge. Fiir die Teilfolge (S3,,) gilt

S - - u "o 1 1
S3, = b = bap_ bor_ bay = _ ‘
3 mZ:I ;Bk 2+; 3k 1+; 3k ;\/4k—3+\/4k—1 T

Es gilt

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Cp = + ey = (1) = (1= — ) —.
YT VAE—3 Vik—1 Bk~ Vak Vak 2k < \/§> NG < \/§> NG
Also ist die Reihe )7 ¢; divergent nach dem Minorantenkriterium. Folglich ist auch die
Folge (Sn) — also die Reihe > > | b, — divergent.

n=1

Aufgabe 42:
(i) Sei n € N. Es gilt

o) = () == e (HH])HH+JJ

Indeéshlft 1_13_1_[175]) _ H n+J _ (1 + n) > ",
j=1J =1

Wegen (2") — 00, ist (an)nen = ((—1)" (2:))7161\! keine Nullfolge. Aber es ist eine not-
wendige Bedingung dafiir, dass > - ; a,, konvergiert. Also ist 2 a,, divergent.

(ii) Fir n € N gilt

2
n

" _(n+1 1 \"
n+1 n+1) n+1 T+l
- n+1 n—|—1
n+1 _
Wegen <(1—H_1H) >—>iund (( %) >—>1g11t

1
lim sup b,, = hm b, = < 1.

n—oo

n

n2

Folglich ist ) 7, (#) nach dem Wurzelkriterium (absolut) konvergent.

(ii) Fir0<a<1lund allen € Ngilt 0 < /a <1 und 0 < "*/a < 1. Deshalb gilt

,\1/&: n+1/(%)n+1 _ n+\1/aT\/a< n+m: "*&/&.



(vii)

Folglich ist (1 — {/a)nen (streng) monoton fallend. Ferner ist lim,, o, /a = 1. Nach dem
Leibniz-Kriterium ist die alternierende Reihe > °° ,(—1)"(1 — {/a) konvergent.

n=1

Erinnerung: Fir alle o, 5 € R und alle n € N gilt

n—1

o =" =(a =)y a"tr gk (1)

k=0

Einsetzen von o = 1, § = {/a und Umstellen nach « — 3 liefert

1—a 1—a 1

-H)"1 =) =1- Va= > —— =(l—a)-—.

(1)1 - V)l T S e Y
<1

Da die Reihe Yo, =% = (1 —a) - Y, & divergent ist, liefert das Minorantenkrite-
rium zusammen mit der obigen Abschitzung, dass »_,~,(—1)"(1 — {/a) nicht absolut
konvergent ist.

Fir n € N sei a, := ﬁ('%*l) Offenbar ist a, > 0 und es gilt
! 1-3-5---(2n—1 1 141
bn::anﬂ-l:(n_’_). (2n )_(n+1) _ 111
an n! 1-3-5---(2n+1) 2n+1 2+
Wegen limsup,, ., bp = lim,_oo by, = % folgt mit dem Quotientenkriterium, dass die
Reihe Y7, %{2”71) (absolut) konvergent ist.
Fiir alle n > 3 gilt
n+4 n—+4 n 1
= 3n 1 nn—3)+1 " n?2 n~
—_———

>0

und die harmonische Reihe -, % ist divergent nach z.B. Cauchysches Verdichtungskrite-

rium. Folglich ist auch die Reihe >"7 #‘fﬂ divergent nach dem Minorantenkriterium.

Fiir alle n € N gilt

‘(—1)" [n—ll-?)_n—ll-QHZ

und die Reihe anl 7712 ist konvergent nach z.B. Cauchysches Verdichtungskriterium. Die

(n+2)—(n+3)| 1 oL
n+3)(n+2) | (+3)(n+2)

1 1
n+3 n+2

n2

Reihe Y07, (—1)" [%—‘r?’ - n%rz} ist nach dem Majorantenkriterium folglich auch absolut
konvergent.

Natiirlich ist Zn21 11% konvergent fiir z = 0. Sei also im Folgenden z # 0. Dann ist
y := 2% > 0. Fiir alle n € N gilt
an yn 1 1

1+x4n - 1+y2n - Y+ yn - <l)n+yn




(viii)

Ist y = 1, so gilt
z?n 1 1 1

Ttz (%>"+yn R TEST
und folglich ist (an)pen = (ﬁ%) . keine Nullfolge. Es ist aber eine notwendige Be-
ne

dingung dafiir, dass ) -~ ; a,, konvergiert. Also ist > >, lff_% divergent fiir 22 € {—1,1}.

Ist y # 1, so ist y < 1 oder % < 1. O.B.d.A. sei y < 1. Dann gilt

- 1 _ ! n

= =",
e
() +v G
Die geometrische Reihe ) -, 4" mit dem Parameter |y| = y < 1 ist konvergent. Weil

lan| < y" fiir alle n € N ausfillt, ist die Reihe Y, < a, (absolut) konvergent nach dem
Majorantenkriterium.

Fiir n € N gilt

und folglich ist

. . 1 " 1 1\" e
limsupb, <limsup-(1+—] =-lm (14+—-) ==-<1.
3 n 3 n 3

n—00 n—00 n—00

n

2
Nach dem Wurzelkriterium ist 3, -, = (1 + ﬂ)n (absolut) konvergent.

Wegen

1
= — Vn e N
n

n

ist die Reihe ), -, % nicht absolut konvergent (}°°; 1 ist die harmonische Reihe, dass
nicht konvergent ist).

Betrachte die N-te Partialsumme Sy = Zflvzl % fir N € N. Die Reihe ist genau dann

konvergent, wenn die Folge (Sn)nen konvergent ist.

Wir beginnen mit der Teilfolge (Sox). Diese ist genau dann konvergent, wenn ihr Realteil
und ihr Imaginérteil konvergent ist. Fiir V € N gilt

2N in N T j2n—1 i2n N j2n—1 N i2n
S = _— = _ — -
2N 25 [2n—1+2n] 2 it 2
n=1 n=1 n=1 n=1
L L G o e L o G VS N 1
= — = (—1) -
i 2n —1 2n 2n —1 2n
n=1 n=1 n=1 =1
2n 2n —1
n=1 n=1 ,
=Re(S2n) =Im(S2n)



Also ist Re(S2n) gerade die N-te Partialsumme der Reihe Y .7, (_2}3]6. Diese ist nach

dem Leibniz-Kriterium konvergent. Ferner ist Im(Syy) gerade die N-te Partialsumme

der Reihe Y 72, % = (1) >, (2217)16 Diese ist ebenfalls konvergent nach dem
Leibniz-Kriterium. Damit ist (San) konvergent.

Schliefllich gilt

i2N+1 (_ )N
— lim Soy +i- Ii — lim Soy.

ON 11 N o HLe g o = i o2

N———

=0

lim 52N+1 = lim Son +
N—o0 N—o0

Also ist die Reihe Y > | % konvergent. Alternativ ist die Aufgabe 34 benutzen.

(x) Fir n € N sei a,, := % Offenbar ist a,, > 0 und es gilt
ant1 (2(n+1))! (3n)"n!  (2n+2)! n! (3n)™
an, B+ m+D! 2n)!  2n)!  (n+ D! (3(n+1))nH
 (2n+2)2n+1) (3n)" 2(n+1)(2n+1) 1 (3n)ntt
N n+1 (3(n+ 1))+t n+1 3n (3(n+1))ntt
4 1 n \" 4 1 1\
= —(1+=—)- = (14— (1- .
3 < +2n> <n+1) 3 ( +2n> ( n+1>
Ferner ist
4 1 1 \"" 4
lim sup Gntl] _ gim |22 = 2 gim 1+— ) - lim (1-— =—.
n—s00 an, n—oo | Qp 3 n—oo 2n n—00 n-+1 3e
=1 1
Da e > 2 ist limsup,,_, ., azil < % < 1. Mit dem Quotientenkriterium, dass die Reihe
Yoy (3(721;';2;1, (absolut) konvergent ist.

(xi) Fiir alle n € N gilt

O L Gt S e S
n2+vn4+1 n2+n2 /1+# TL(1+ /1+#)

Fiir die Klammer im Nenner gilt 1+4/1 + # < 14 +/2 < 3. Fiir den Zihler giltabn > 9

EORGEARIGEAR

Deshalb folgt a,, > %% fiir fast alle n € N. Die harmonische Reihe ZOO L st divergent.

n=1n

Folglich ist auch die Reihe Y >, % divergent nach dem Minorantenkriterium.

Gn

(xii) Wir zeigen vorbereitend, dass

"Wn+1< Un



fiir alle n > 3. Sei dazu n > 3 beliebig. Es gilt

Wn+l< Yn & n>("+1n—|— )n— "/ (n+1)"

& 0" > (n4+ 1)
1 1\"
& n>(n+ > :<1+> .
n n
Es gilt auch lim,,— (1+%)n:e<3und ((1—1—l

gilt tatsachlich
1 n
n>3> <1 + )
n

n/~_ n+l/
Die Reihenglieder a,, = M sind nach Obigem ab n = 3 positiv. Da es bei
Konvergenzfragen auf endlich viele Reihenglieder nicht ankommt, ist >~ ; a,, genau dann
konvergent, wenn sie absolut konvergent ist bzw. wenn ) > . a,, konvergent ist.

n)n)n N ist monoton wachsend. Damit

fir alle n > 3.

Fiir die N-te Partialsumme Sy der letzten Reihe gilt

N N N
Vo WAL $h YR § YT
Svo = Z Z - — Z D D
n=3 n=3 n=3
Indexshift Z L\/ﬁ . Z L\/ﬁ Teleskopsumme @ N+\1/ < @
N n n N 3 CN+1 1 - 3

Also ist (Sy) nach oben beschrénkt. Die Reihe ist ) ° 5 a, konvergent, weil (Sy) ist
monoton und beschriinkt. Also ist die Reihe Y > % i+l (absolut) konvergent.

n=1
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