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8. Ubungsblatt

Definitionen

Potenzreihen

Sei zg € C. Eine Potenzreihe um zy hat die Form ) > | an(z — 20)", wobei (a,)nen eine Folge
in C ist. Diese heilen Koeffizienten der Potenzreihe und zg heiffit Entwicklungspunkt.

Wir nennen eine Potenzreihe reell, falls xg € R und alle a,, reell sind. Betrachten wir reelle
Potenzreihen mit Entwicklungspunkt zg und wollen reelle Zahlen einsetzen, so schreiben wir

haufig Y 07 | an(x — o)™

Der Konvergenzradius

Sei > >, an(z — z0)™ eine Potenzreihe. Man setzt

1

 limsup, o, V/]an]

mit der Konvention % = 0o und é = 0. Die Zahl R heifit Konvergenzradius der Potenzreihe.

R

Formel von Cauchy — Hadamard

Aufgabe 43:

Sei Y 07 | an(z — 20)" eine Potenzreihe. Beweisen Sie die folgende Aussagen:
(a) Die Potenzreihe konvergiert absolut fiir alle z € C mit |z — 29| < R.

(b) Die Potenzreihe divergiert fiir alle z € C mit |z — 29| > R.

Aufgabe 44: Konvergenzradius iiber Quotienten
Sei Y % an(z — 20)" eine Potenzreihe mit a, # 0 fiir fast alle n € N. Gilt % — «, wobei
1

0 < a < oo, so ist der Konvergenzradius R = .

Aufgabe 45:

Sei > > | an(z — 20)™ eine Potenzreihe. Beweisen Sie die folgende Aussagen:

(i) Wenn die Potenzreihe fiir ein z; € C konvergiert, dann konvergiert sie absolut auch fiir
alle z € C mit |z — 29| < |21 — 20/,

(i) Wenn die Potenzreihe fiir ein z; € C konvergiert, dann gilt fiir den Konvergenzradius
R Z ‘Zl — Zg‘,

(iii) Wenn die Potenzreihe fiir ein zo € C divergiert, dann divergiert sie auch fiir alle z € C
mit |z — 2| > |22 — 20/,

(iv) Wenn die Potenzreihe fiir ein zo € C divergiert, dann gilt fir den Konvergenzradius
R < |22 - Z0|>
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Aufgabe 46:
Fiir welche z € C konvergieren die folgenden Potenzreihen? Bestimmen Sie im Falle der Kon-
vergenz jeweils den Reihenwert.

(i) Xntoln+1)2",
(i) 3 52y 2",
(iii) Y00, n?zm.

Hinweis:Benutzen Sie ein Cauchy-Produkt in der richtigen Form.

Aufgabe 47:

Fiir welche z € C bzw. € R konvergieren die folgenden Potenzreihen?

(1) 2oz (ki i) 2"
(ii) ZOO n(1+(=1)") ,2n

n=1¢

1
(i) > 720 (2n+1)!z2nJrl

(vi) 2211 4% (ZZ:I ﬁ) 22"
(vii) 325, 272("")
(vii) Y02, 7 (z — 21)"

() S0, 2

() 0

Bemerkung: Die Definitonen und die Aufgaben 43 bis 45 iibertragen Sie auch zu Banachsraumigen
Potenzreihen, d.h. a,, € V wobei V' ein Banachsraum ist.

Hinweis: In der grofien Saaliibung werden voraussichtlich die Aufgabe 43, 44 und 45 bespro-
chen. Die restlichen Aufgaben werden in den Tutorien behandelt.
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