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Aufgabe 43:

(a) Wir benutzen das Wurzelkriterium mit der Reihe > 72 | an(z — 20)". Dann haben wir

n—oo

oo
limsup V/an(z — 20)" < 1 < Z an(z — 20)" konvergiert absolut .
k=1

Es gilt
limsup v/ |an(z — 20)"| < limsup V/|a,|limsup V/|z — 2zp|® = limsup V/|an||z—20] < 12 = %l <1.
n—oo n—oo n—oo n—oo R

weil lim sup,,_, o, /|an| = R71.
(b) Wir zeigen, dass a,(z — 20)" keine Nullfolge ist. Es gilt

VNan(z = 20)" = V/lanl /(12 = 20])" = |2 = 20| /] an]

Dann haben wir

lim sup ¥/ Jan(z = 20)7] = |2 — 2ol limsup ¥/fan] = 22200 5 1
n—oo R

n—0o0

und die Folge |a,(z — 20)"| kann nicht Nullfolge sein, weil limsup,,_,, ¥/|an(z — 20)"| > 1.

O
Aufgabe 44:
Wir benutzen das Quotientenkriterium mit der Reihe Y 2 | an(z—20)". Wir kénnen schreiben
|ant1(2 — 20)"* | Jantdl
— = |z — 20 .
|an(z = 20)"| |an]

Es gilt, dass

o0
lim sup [@n+1] |z — 2] < 1= Z lan(z — 20)"| konvergiert,
n—00 |an‘ el
|ant1] —
limsup -7y — 2ol > 1= an(z — 2z9)" divergiert .
n—)oop ’an’ | 0‘ Z n( 0) g

k=1
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Wir haben auch, dass die Folge % das Grenzwert o hat und deshalb

+
an
oo
alz — 2| <1= Z |an(z — 20)"| konvergiert ,

k=1
00

alz — 2| > 1= Zan(z — 20)" divergiert .
k=1

Wir beweisen, dass a = % beim Widerspruch. Sei R # é, dann
1 o0
|z — 20| < Pins ; lan(z — 20)"| konvergiert ,

oo
= Z an(z — 29)" divergiert,
k=1

R+

‘Z—Zo| >

aber es ist im Widerspruch mit die Aufgabe 43. [J

Aufgabe 45:
Wir benutzen die Aufgabe 43.

(i) Die Anteil (ii) impliziert, dass |z1 — 29| < R gilt. Dann haben wir |z — z9| < R und nach
dem Aufgabe 43(a) konvergiert die Potenzreihe absolut.

(ii) Nach dem Aufgabe 43(b) wissen wir, dass die Potenzreihe nur fiir z € C, |z — 29| < R
konvergieren kann. Wenn die Potenzreihe konvergiert, muss |z — zp| < R.

(iii) Die Anteil (iv) impliziert, dass |z2 — zp| > R gilt. Dann haben wir |z — zp| > R und nach
dem Aufgabe 43(b) divergiert die Potenzreihe.

(iv) Nach dem Aufgabe 43(a) wissen wir, dass die Potenzreihe nur fiir z € C, |z — 20| > R
divergieren kann. Wenn die Potenzreihe divergiert, muss |z — zg| > R.

g

Aufgabe 46:

(a) Es gilt:

Z(n i 1)2” _ Z zn: o Z zn: Zn_kzk Cauchyi’rodukt Z | Z Zk

n>0 n>0 k=0 n>0 k=0 n>0 k>0

Der Konvergenzradius p der geometrischen Reihe ) > 2™ ist p = 1. Nach Vorlesung kon-

vergiert ) ~o(n +1)z" fiir 2] < 1 absolut und es gilt > )% ((n +1)2" = (1jz)2.

Fiir |z| > 1 gilt:
(n+1)2"=Mn+1)z">n+1 Vn € Ny

Damit ist bildet ((n +1)2")nen, keine Nullfolge und 3, - ,(n + 1)z" ist divergent.



(b) Es gilt:

_1 Index-Shift
ann:Z'ZnannCX: i ZZ(”"‘]-)ZTL

n>1 n>1 n>0
Mit Aufgabenteil (a) folgt: >, -, n2" ist fiir [2| > 1 divergent. Fiir [2[ < 1 ist die Reihe

absolut konvergent und fiir den Reihenwert gilt anl nz" = ﬁ

(c) Fiir |z] > 1 gilt:
[n?2"| = n? 2" > n? Vn eN

Damit bildet (n22"),en keine Nullfolge und die Reihe D on>1 n2z" ist divergent.

Aus der Vorlesung ist die folgende Summenformel bekannt:

Zk—n_’_l)@2zn:k:n2+n<:>n2:2<zn:k>—n
k=0
Damit folgt:
Zn%”zZz”( (Zk)—n)—ZZZ n- k k‘z an”
n>1 n>0 n>0 k=0 n>0

Fiir [2| < 1 folgt mit Aufgabenteil (b), dass > -, n?z" absolut konvergent ist und der
Reihenwert

n?z" = OOZ" . N Sk na" z _ z
st = (S ) (k) - oe i

B z 2 oz I+z  2(1+2)
B (1—2)2'<1—2_1)_(1—2)2'1—2_ (1—2)3

betréagt.

Aufgabe 47:

(i) Sei (an) = (Xj_1 £)- BEs gilt

1< V]an| < 7 Zl— Yn =5

Alsoist lim sup,,_,, {/|an| = lim,— 00 /|an| = 1. Nach der Formel von Cauchy-Hadamard
ist der Konvergenzradius R = % = 1. Nach dem Aufgabe 43 ist > >, a,z" absolut
konvergent fiir |z| < 1 und divergent fiir |z| > 1.

Fiir |z| =1 ist
n
lanz"| = ZE 7% %

keine Nullfolge. Also divergiert die Reihe >_>°

n—= 1anz



(i)

(iii)

Die Reihe hat die Form )7, apz" mit

% fir n = 4k,

e
0 fiir n =4k + 1,
Qp =
1 fiir n = 4k + 2,
0 fir n =4k + 3

fiir alle n € N. Es ist X/|aqx| = €, " V/|aag+1| =0, *R/|aggr2| =1 und *%/|agpss| =0
fiir alle k£ € Ng und folglich lim sup,,_, W =e.

Nach der Formel von Cauchy-Hadamard ist ist R = % der Konvergenzradius von » 7 , a,2".
Nach dem Aufgabe 43 des Skriptes ist > -7 ; anz" absolut konvergent fiir |z| < % und di-
vergent fiir [z| > 1.

Fiir |2| = e ! gilt fiir alle k € Ny

‘a4k24k’ — M || = et

Also ist (anz™)nen keine Nullfolge und die Reihe >~ , a,2" divergent.

Die Reihe hat die Form ) 7 j an2™ mit

{O fiir n = 2k,
ap = 1 ..
m furn:2k‘+1

fiir alle n € Ny. Also ist

2"

0 < lanz"| < L
n!

fiir alle n € Ny. Da die Reihe ano anz™ absolut konvergent ist fiir alle z € C, ist
Yoy anz" absolut konvergent fiir alle z € C nach dem Majorantenkriterium.

Man kann zeigen, dass
limsup V/n! = co.

n—o0

Nach der Formel von Cauchy-Hadamard ist R = é = 0 der Konvergenzradius von

Yooz ynlz™. Nach dem Aufgabe 43, ist Y 7 nlz" genau fiir z = 0 konvergent (in die-
sem Fall ist sie natiirlich absolut konvergent).

Sei (ap) = (njﬁ). Es gilt

1

an |_ntlevadl 1T TE e

An41 n—i—\/ﬁ 1_L+\% .
ntl T 141

3

Nach dem Aufgabe 44 ist R = 1 der Konvergenzradius der Potenzreihe > °° | a,z". Nach

n=1

dem Aufgabe 43, ist > >, a,z™ also fiir |z] < 1 (absolut) konvergent und fiir |z| > 1
divergent.

Es gilt a, > —— = % fir alle n € N. Folglich ist > > | apa™ divergent fiir # = 1 nach

n+n
dem Minorantenkriterium.



(vii)

(viii)

(ix)

Da (ay) eine streng monoton fallende Nullfolge ist, ist > 7 ; apa™ konvergent fiir z = —1
nach dem Leibnizkriterium.

22

-+ und a, =

Definiere w :=

Ferner ist

Also ist lim sup,,_, ., V/|an| = lim, 00 V/|an| = 1. Nach der Formel von Cauchy-Hadamard
ist der Konvergenzradius R = % = 1. Nach dem Aufgabe 43 ist > -7, a,w™ absolut
konvergent fiir |w| < 1 bzw. |z| < 2 und divergent fiir |w| > 1 bzw. |z] > 2.

Fir |w| =1 ist
n

o] =

k=1
keine Nullfolge. Also divergiert die Reihe > 7 | apz™ fiir |w| = 2.

>
k=1

Sl-

Die Reihe hat die Form )7 j apz" mit

2m  fiir n = m?,
Ay, =
0 sonst

fiir alle n € Ny. Folglich ist

limsup v/|a,| = limsup me/ |a,,2| = lim sup ™/2m = lim V2= 1.
m—roo

n—oo m—ro0 m—ro0

Nach der Formel von Cauchy-Hadamard ist der Konvergenzradius R = % = 1. Nach dem
Aufgabe 43 ist Y7 | anz" absolut konvergent fiir |2| < 1 und divergent fiir |z| > 1.

Fiir |z| = 1 ist (Janz"|)nen = (2")nen keine Nullfolge. Deshalb ist ), - an2™ divergent.
Die Reihe hat die Form >~ 7 | an(z — 20)" mit zp = 2i und a,, = ,%n fiir alle n € N. Es gilt

: n . n 1 _ . 1 _

117rln_>sotcl>p Vlan| = nlggo P nl;ngo = 0.
Nach der Formel von Cauchy-Hadamard ist der Konvergenzradius R = % = 00. Nach dem
Aufgabe 43 ist > 7 an(z — z0)™ (absolut) konvergent fiir alle z € C.

Sei (an)n>2 = (é"j;)n». Es gilt

an | 2041 (n+1-12 1 14 ase .
An+1 (n_1)2 2(n—|—1)—|—1 (1_%)2 1+% :



Nach dem Aufgabe 44 ist R = 1 der Konvergenzradius der Potenzreihe ) ° ; anz™. Nach
dem Aufgabe 43, ist die Potenzreihe also fiir |z| < 1 (absolut) konvergent und fiir |z| > 1
divergent.

Es gilt
2n+1 S 2n 2
Ay = —mm— —_ = —
" n=127"n2 n

fiir alle n > 2. Folglich ist > > ;| a,a™ divergent fiir # = 1 nach dem Minorantenkriterium.

Fiir alle n > 2 gilt

o+l _2n-1+3 _ 2 3 2.3 2+l)+1
a = e = —_ —_—_— = =
" (n—1)2 (n—1)2 n—1 (n—=12"n 2 n? i

Ferner ist ) .
2 1 24 5
lim a, = lim nt = lim 12
n—00 n—00 (n — 1)2 n—00 ( _ 1)
n

Also ist Y7, a,x™ konvergent fiir x = —1 nach dem Leibnizkriterium.

Sei (an) = ( %) Es gilt 1 < n! < n" fiir jedes n € N. Folglich ist

= if- {7 < \/\F

_n ‘an

n—oo

— 1.

Also ist limsup,, oo ¥/|an| = lim, 00 {/|an| = 1. Nach der Formel von Cauchy-Hadamard
ist der Konvergenzradius R = % = 1. Nach dem Aufgabe 43 ist > >, a,z" absolut
konvergent fiir |z| < 1 und divergent fiir |z] > 1.

Fiir |z| =1 ist
n n

n | n

n:

|an2"| =

keine Nullfolge. Also divergiert die Reihe >_>°

noq ap2™ fiir |z = 1.
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