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Lösungsvorschläge zum 8. Übungsblatt

Aufgabe 43:

(a) Wir benutzen das Wurzelkriterium mit der Reihe
∑∞

k=1 an(z − z0)n. Dann haben wir

lim sup
n→∞

n
√
an(z − z0)n < 1⇐

∞∑
k=1

an(z − z0)n konvergiert absolut .

Es gilt

lim sup
n→∞

n
√
|an(z − z0)n| ≤ lim sup

n→∞
n
√
|an| lim sup

n→∞
n
√
|z − z0|n = lim sup

n→∞
n
√
|an||z−z0| ≤

|z − z0|
R

< 1 .

weil lim supn→∞
n
√
|an| = R−1.

(b) Wir zeigen, dass an(z − z0)n keine Nullfolge ist. Es gilt

n
√
|an(z − z0)n| = n

√
|an| n

√
(|z − z0|)n = |z − z0| n

√
|an| .

Dann haben wir

lim sup
n→∞

n
√
|an(z − z0)n| = |z − z0| lim sup

n→∞
n
√
|an| =

|z − z0|
R

> 1

und die Folge |an(z− z0)n| kann nicht Nullfolge sein, weil lim supn→∞
n
√
|an(z − z0)n| > 1.

�

Aufgabe 44:
Wir benutzen das Quotientenkriterium mit der Reihe

∑∞
k=1 an(z−z0)n. Wir können schreiben

|an+1(z − z0)n+1|
|an(z − z0)n|

=
|an+1|
|an|

|z − z0| .

Es gilt, dass

lim sup
n→∞

|an+1|
|an|

|z − z0| < 1⇒
∞∑
k=1

|an(z − z0)n| konvergiert ,

lim sup
n→∞

|an+1|
|an|

|z − z0| > 1⇒
∞∑
k=1

an(z − z0)n divergiert .
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Wir haben auch, dass die Folge |an+1|
|an| das Grenzwert α hat und deshalb

α|z − z0| < 1⇒
∞∑
k=1

|an(z − z0)n| konvergiert ,

α|z − z0| > 1⇒
∞∑
k=1

an(z − z0)n divergiert .

Wir beweisen, dass α = 1
R beim Widerspruch. Sei R 6= 1

α , dann

|z − z0| <
1

α
⇒

∞∑
k=1

|an(z − z0)n| konvergiert ,

|z − z0| >
1

α
⇒

∞∑
k=1

an(z − z0)n divergiert ,

aber es ist im Widerspruch mit die Aufgabe 43. �

Aufgabe 45:
Wir benutzen die Aufgabe 43.

(i) Die Anteil (ii) impliziert, dass |z1 − z0| ≤ R gilt. Dann haben wir |z − z0| < R und nach
dem Aufgabe 43(a) konvergiert die Potenzreihe absolut.

(ii) Nach dem Aufgabe 43(b) wissen wir, dass die Potenzreihe nur für z ∈ C, |z − z0| ≤ R
konvergieren kann. Wenn die Potenzreihe konvergiert, muss |z − z0| ≤ R.

(iii) Die Anteil (iv) impliziert, dass |z2 − z0| ≥ R gilt. Dann haben wir |z − z0| > R und nach
dem Aufgabe 43(b) divergiert die Potenzreihe.

(iv) Nach dem Aufgabe 43(a) wissen wir, dass die Potenzreihe nur für z ∈ C, |z − z0| ≥ R
divergieren kann. Wenn die Potenzreihe divergiert, muss |z − z0| ≥ R.

�

Aufgabe 46:

(a) Es gilt:

∑
n≥0

(n+ 1)zn =
∑
n≥0

n∑
k=0

zn =
∑
n≥0

n∑
k=0

zn−kzk
Cauchy-Produkt

=

∑
n≥0

zn

 ·
∑
k≥0

zk


Der Konvergenzradius ρ der geometrischen Reihe

∑∞
n=0 z

n ist ρ = 1. Nach Vorlesung kon-
vergiert

∑
n≥0(n+ 1)zn für |z| < 1 absolut und es gilt

∑∞
n=0(n+ 1)zn = 1

(1−z)2 .

Für |z| ≥ 1 gilt:
|(n+ 1)zn| = (n+ 1) |z|n ≥ n+ 1 ∀n ∈ N0

Damit ist bildet ((n+ 1)zn)n∈N0 keine Nullfolge und
∑

n≥0(n+ 1)zn ist divergent.
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(b) Es gilt: ∑
n≥1

nzn = z ·
∑
n≥1

nzn−1
Index-Shift

= z ·
∑
n≥0

(n+ 1)zn

Mit Aufgabenteil (a) folgt:
∑

n≥1 nz
n ist für |z| ≥ 1 divergent. Für |z| < 1 ist die Reihe

absolut konvergent und für den Reihenwert gilt
∑

n≥1 nz
n = z

(1−z)2 .

(c) Für |z| ≥ 1 gilt: ∣∣n2zn∣∣ = n2 |z|n ≥ n2 ∀n ∈ N

Damit bildet (n2zn)n∈N keine Nullfolge und die Reihe
∑

n≥1 n
2zn ist divergent.

Aus der Vorlesung ist die folgende Summenformel bekannt:

n∑
k=0

k =
n(n+ 1)

2
⇔ 2

n∑
k=0

k = n2 + n⇔ n2 = 2

(
n∑
k=0

k

)
− n

Damit folgt:

∑
n≥1

n2zn =
∑
n≥0

zn

(
2

(
n∑
k=0

k

)
− n

)
= 2

∑
n≥0

n∑
k=0

(zn−k)(kzk)−
∑
n≥0

nzn

Für |z| < 1 folgt mit Aufgabenteil (b), dass
∑

n≥1 n
2zn absolut konvergent ist und der

Reihenwert

∑
n=1

n2zn = 2

( ∞∑
n=0

zn

)
·

( ∞∑
k=0

kzk

)
−
∞∑
n=0

nzn = 2 · 1

1− z
· z

(1− z)2
− z

(1− z)2

=
z

(1− z)2
·
(

2

1− z
− 1

)
=

z

(1− z)2
· 1 + z

1− z
=
z(1 + z)

(1− z)3

beträgt.

�

Aufgabe 47:

(i) Sei (an) =
(∑n

k=1
1
k

)
. Es gilt

1 ≤ n
√
|an| ≤ n

√√√√ n∑
k=1

1 = n
√
n

n→∞−−−→ 1.

Also ist lim supn→∞
n
√
|an| = limn→∞

n
√
|an| = 1. Nach der Formel von Cauchy-Hadamard

ist der Konvergenzradius R = 1
1 = 1. Nach dem Aufgabe 43 ist

∑∞
n=1 anz

n absolut
konvergent für |z| < 1 und divergent für |z| > 1.

Für |z| = 1 ist

|anzn| =
n∑
k=1

1

k

n→∞−−−→∞

keine Nullfolge. Also divergiert die Reihe
∑∞

n=1 anz
n.
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(ii) Die Reihe hat die Form
∑∞

n=2 anz
n mit

an =


e4k für n = 4k,

0 für n = 4k + 1,

1 für n = 4k + 2,

0 für n = 4k + 3

für alle n ∈ N. Es ist 4k
√
|a4k| = e, 4k+1

√
|a4k+1| = 0, 4k+2

√
|a4k+2| = 1 und 4k+3

√
|a4k+3| = 0

für alle k ∈ N0 und folglich lim supn→∞
n
√
|an| = e.

Nach der Formel von Cauchy-Hadamard ist istR = 1
e der Konvergenzradius von

∑∞
n=2 anz

n.
Nach dem Aufgabe 43 des Skriptes ist

∑∞
n=1 anz

n absolut konvergent für |z| < 1
e und di-

vergent für |z| > 1
e .

Für |z| = e−1 gilt für alle k ∈ N0∣∣∣a4kz4k∣∣∣ = e4k |z|4k = e4ne−4n = 1.

Also ist (anz
n)n∈N keine Nullfolge und die Reihe

∑∞
n=2 anz

n divergent.

(iii) Die Reihe hat die Form
∑∞

n=0 anz
n mit

an =

{
0 für n = 2k,

1
(2k+1)! für n = 2k + 1

für alle n ∈ N0. Also ist

0 ≤ |anzn| ≤
|z|n

n!

für alle n ∈ N0. Da die Reihe
∑

n≥0 anz
n absolut konvergent ist für alle z ∈ C, ist∑∞

n=0 anz
n absolut konvergent für alle z ∈ C nach dem Majorantenkriterium.

(iv) Man kann zeigen, dass
lim sup
n→∞

n
√
n! =∞.

Nach der Formel von Cauchy-Hadamard ist R = 1
∞ = 0 der Konvergenzradius von∑∞

n=0 n!zn. Nach dem Aufgabe 43, ist
∑∞

n=0 n!zn genau für z = 0 konvergent (in die-
sem Fall ist sie natürlich absolut konvergent).

(v) Sei (an) =
(

1
n+
√
n

)
. Es gilt

∣∣∣∣ anan+1

∣∣∣∣ =
n+ 1 +

√
n+ 1

n+
√
n

=
1 + 1√

n+1

1− 1
n+1 +

1√
n

1+ 1
n

n→∞−−−→ 1.

Nach dem Aufgabe 44 ist R = 1 der Konvergenzradius der Potenzreihe
∑∞

n=1 anx
n. Nach

dem Aufgabe 43, ist
∑∞

n=1 anx
n also für |x| < 1 (absolut) konvergent und für |x| > 1

divergent.

Es gilt an ≥ 1
n+n = 1

2n für alle n ∈ N. Folglich ist
∑∞

n=1 anx
n divergent für x = 1 nach

dem Minorantenkriterium.
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Da (an) eine streng monoton fallende Nullfolge ist, ist
∑∞

n=1 anx
n konvergent für x = −1

nach dem Leibnizkriterium.

(vi) Definiere w := z2

4 und an =
(∑n

k=1
1√
k

)
. Es gilt

∞∑
n=1

1

4n

(
n∑
k=1

1√
k

)
z2n =

∞∑
n=1

anw
n.

Ferner ist

1 ≤ n
√
|an| ≤ n

√√√√ n∑
k=1

1 = n
√
n

n→∞−−−→ 1.

Also ist lim supn→∞
n
√
|an| = limn→∞

n
√
|an| = 1. Nach der Formel von Cauchy-Hadamard

ist der Konvergenzradius R = 1
1 = 1. Nach dem Aufgabe 43 ist

∑∞
n=1 anw

n absolut
konvergent für |w| < 1 bzw. |z| < 2 und divergent für |w| > 1 bzw. |z| > 2.

Für |w| = 1 ist

|anwn| =
n∑
k=1

1√
k
≥

n∑
k=1

1

k

n→∞−−−→∞

keine Nullfolge. Also divergiert die Reihe
∑∞

n=1 anz
n für |w| = 2.

(vii) Die Reihe hat die Form
∑∞

n=0 anz
n mit

an =

{
2m für n = m2,

0 sonst

für alle n ∈ N0. Folglich ist

lim sup
n→∞

n
√
|an| = lim sup

m→∞
m2√|am2 | = lim sup

m→∞

m2√
2m = lim

m→∞
m
√

2 = 1.

Nach der Formel von Cauchy-Hadamard ist der Konvergenzradius R = 1
1 = 1. Nach dem

Aufgabe 43 ist
∑∞

n=1 anz
n absolut konvergent für |z| < 1 und divergent für |z| > 1.

Für |z| = 1 ist (|anzn|)n∈N = (2n)n∈N keine Nullfolge. Deshalb ist
∑

n≥0 anz
n divergent.

(viii) Die Reihe hat die Form
∑∞

n=1 an(z− z0)n mit z0 = 2i und an = 1
nn für alle n ∈ N. Es gilt

lim sup
n→∞

n
√
|an| = lim

n→∞
n

√
1

nn
= lim

n→∞

1

n
= 0.

Nach der Formel von Cauchy-Hadamard ist der Konvergenzradius R = 1
0 =∞. Nach dem

Aufgabe 43 ist
∑∞

n=1 an(z − z0)n (absolut) konvergent für alle z ∈ C.

(ix) Sei (an)n≥2 =
(

2n+1
(n−1)2

)
n≥2

. Es gilt

∣∣∣∣ anan+1

∣∣∣∣ =
2n+ 1

(n− 1)2
· (n+ 1− 1)2

2(n+ 1) + 1
=

1(
1− 1

n

)2 · 1 + 1
2n

1 + 3
2n

n→∞−−−→ 1.
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Nach dem Aufgabe 44 ist R = 1 der Konvergenzradius der Potenzreihe
∑∞

n=1 anx
n. Nach

dem Aufgabe 43, ist die Potenzreihe also für |x| < 1 (absolut) konvergent und für |x| > 1
divergent.

Es gilt

an =
2n+ 1

(n− 1)2
≥ 2n

n2
=

2

n

für alle n ≥ 2. Folglich ist
∑∞

n=1 anx
n divergent für x = 1 nach dem Minorantenkriterium.

Für alle n ≥ 2 gilt

an =
2n+ 1

(n− 1)2
=

2(n− 1) + 3

(n− 1)2
=

2

n− 1
+

3

(n− 1)2
≥ 2

n
+

3

n2
=

2(n+ 1) + 1

n2
= an+1.

Ferner ist

lim
n→∞

an = lim
n→∞

2n+ 1

(n− 1)2
= lim

n→∞

2
n + 1

n2(
1− 1

n

)2 = 0.

Also ist
∑∞

n=2 anx
n konvergent für x = −1 nach dem Leibnizkriterium.

(x) Sei (an) =
(

n
n√
n!

)
. Es gilt 1 ≤ n! ≤ nn für jedes n ∈ N. Folglich ist

1 = n

√
n

n
= n

√
n

n
√
nn
≤ n

√
n

n
√
n!︸ ︷︷ ︸

= n
√
|an|

≤
n
√
n

1

n→∞−−−→ 1.

Also ist lim supn→∞
n
√
|an| = limn→∞

n
√
|an| = 1. Nach der Formel von Cauchy-Hadamard

ist der Konvergenzradius R = 1
1 = 1. Nach dem Aufgabe 43 ist

∑∞
n=1 anz

n absolut
konvergent für |z| < 1 und divergent für |z| > 1.

Für |z| = 1 ist

|anzn| =
n

n
√
n!
≥ n

n
√
nn

= 1

keine Nullfolge. Also divergiert die Reihe
∑∞

n=1 anz
n für |z| = 1.
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